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１．要約 

根号(√)の中で根号を無限に足して繰り返しいく数式を無限多重根号という。昨年度は

無限多重根号の値について、数列の極限を用いて計算した([1])。今回は、無限多重根号を 3

乗根や一般の k乗根へ拡張する研究を行った。また、ランダウのオーダー記号を用いて無限

多重根号を評価し、関数列を用いた別アプローチも試みた。 

キーワード 極限、収束、関数のオーダー、関数列

２．研究の背景と目的 

 昨年度に無限多重根号についての研究を

行い、数列と極限を用いて計算した([1])。そ

こで、無限多重根号を 3 乗根や一般の k乗

根へ拡張すると、どのように表すことがで

きるかについて興味をもち、研究を行った。 

３．研究内容 

３－１ 定義の一般化 

まず、無限多重根号を拡張するために、定

義を一般化した。 

定義１ 

2 以上の自然数 kと自然数mにおいて数

列
  ,k m
na を次のように定義する。 

 ,
0 0k ma  ,

   , ,
1

k m k mk
n na m a  

このとき、
 ,k m
na をmの n重 k乗根号と

いう。特に
 2,m
na は

 m
na とも表す。

定義 2 

 ,lim k m
n

n
a


が収束するとき、 

   ,lim ,k m
n

n
a I k m




をmの無限多重 k乗根号という。

明らかに、  2, mI m F である。

３－２ 数列の収束 

無限多重 k乗根号が存在することを証明

するためには、数列が単調増加であり、か

つ上に有界であることを示せばよい。 

命題 1 

数列
  ,k m
na は単調増加である。 

（証明） 

すべての非負整数nに対して、

   , ,
1

k m k m
n na a  が成り立つことを示せばよ



い。数学的帰納法により証明する。 

[ⅰ]  ,
0 0k ma  ,

 ,
1
k m ka m より、明らか

に
   , ,
0 1
k m k ma a . 

[ⅱ] n l のとき
   , ,

1
k m k m

l la a  が成り立つ

ならば、 1n l  で
   , ,
1 2
k m k m

l la a  が成立す

ることを示す。
   , ,

1
k m k m

l la a  より、

   , ,
1

k m k m
l lm a m a    . 

よって、
   , ,

1
k m k mk k

l lm a m a    なの

で、
   , ,
1 2
k m k m

l la a  . 

数学的帰納法により、すべての非負整数

nに対して
   , ,

1
k m k m

n na a  が成り立つので、

数列
  ,k m
na は単調増加である。 

(Q.E.D.) 

 

命題 2 

2m  のとき、
 ,k m
na m が成り立つ。 

 

(証明) 

数学的帰納法により証明する。 

[ⅰ]  ,
0 0k ma  より、

 ,
0
k ma m ． 

[ⅱ] n l のとき
 ,k m
la m が成り立つな

らば、 1n l  で
 ,
1
k m

la m  が成立するこ

とを示す。 

 ,k m
la m より、

 , 2k m k
lm a m m   ． 

よって、
 ,k m k kk
lm a m  となるので 

 ,
1
k m

la m  ． 

数学的帰納法により、 2m  のとき、す

べての自然数nに対して
 ,k m
na m が成立

する。 （Q.E.D.） 

 

命題 3 

 ,1 3k k
na  が成り立つ。 

 

(証明) 

数学的帰納法により証明する。 

[ⅰ]  ,1
0 0ka  より、

 ,1
0 3k ka   

[ⅱ] n l のとき
 ,1 3k k
la  が成り立つな

らば、 1n l  で
 ,1
1 3k k

la   が成立するこ

とを示す。 

 ,1 3 2k k
la   より

 ,1 3k m
la  . 

したがって、
 ,1 3k m kk
la  なので

 ,1
1 3k k

la   . 

数学的帰納法により、すべての自然数n

に対して
 ,1 3k k
na  が成立する。 

(Q.E.D.) 

 



よって,命題 1 から命題 3 より、mの無

限多重 k乗根号  ,I k m は存在することが

証明できた。 

 

３－３ 無限多重３乗根号 

 [1]において、無限多重 3 乗根号につい

て以下のような予想をした。 

 

3 3 3

2 2

3 3
27 4 27 4

2 108 2 108

m m m

m m m m

   

 
   

 

 

この予想をはさみうちの原理を用いて証

明することができた。 

 

定理 1 

 
2 2

3 3
27 4 27 4

3,
2 108 2 108

m m m m
I m

 
   

が成り立つ。 

 

（証明） 

2 2

3 3
27 4 27 4

2 108 2 108

m m m m
t

 
     

とする。 

定義 1 より、
   3, 3,3

1
m m

n na m a   ゆえ、 

   3, 3,3
1
m m

n na t m a t      

  
     
     

2
3, 3, 23 3

3,3
2

3, 3, 23 3

m m
n n

m
n

m m
n n

m a m a t t
m a t

m a m a t t

   
   

   
 

 

     
3, 3

2
3, 3, 23 3

m
n

m m
n n

m a t

m a m a t t

 


   
. 

ここで、
3m t t  より、

 3,
1
m

na t  より、 

（与式） 

 

     
3,

2
3, 3, 23 3

m
n

m m
n n

a t

m a m a t t




   

となる。 

 

補題 

このとき、 1t  である。 

 

(補題の証明) 

仮定より
3 1t t  . 

0t  より
3 1t  なので、 1t   

(証明終) 

 

（定理 1 の証明続き） 

補題より
 

 3,
3,
1 2

m
m n

n

a t
a t

t


  が成り立つの

で、 

     3, 3, ,
1 02 2 2

1 1m m k m
n n n
a t a t a t

t t      ． 

定義 1 より、
 3,
0 0ma  だから、 

 3,
1 2 2 2 1

1m
n n n

t
a t

t t      

すなわち、  3,
1 2 1

1
0 m

n n
a t

t    . 

よって、はさみうちの原理より、 



 3,
1 2 1

1
0 lim limm

n nn n
a t

t  
   ． 

1t  より、
2 1

1
lim 0

nn t 
 なので、 

 3,
1lim 0m

n
n

a t
  ． 

つまり、  3, 0I m t  ．よって、 

 
2 2

3 3
27 4 27 4

3,
2 108 2 108

m m m m
I m

 
   

を得る。 (Q.E.D.) 

 

３－４ 関数  ,I k m のオーダー 

 関数の大雑把なふるまいを評価するラン

ダウの記号を用いて関数  ,I k m について

議論することにした。 

ここでは、m でのオーダーを表し

ている。 

 

命題 4 

   2,I m m  が成り立つ 

 

(証明) 

  1 1 4
2,

2

m
I m

 
 だから、

 1 1 4

2

m
m

 
  を示せばよい。 

1 1 4
2lim

m

m

m

 
1 1 4

lim
2m

m

m

 
  

1 1 4
lim lim

2 4m m

m

m m 


   

4 1
lim

4m

m

m


  

1
lim 1 1

4m m
   ． 

ゆえに、    2,I m m  ． (Q.E.D.) 

 

命題 5 

   33,I m m  が成り立つ。 

 

(証明) 

 
2 2

3 3
27 4 27 4

3,
2 108 2 108

m m m m
I m

 
   

に注意すると、 

2 2
3 3

3

27 4 27 4
2 108 2 108

lim
m

m m m m

m

 
  

2

3
3

2 27 4
lim

2 108m

m m

m


   

2

3
3

2 27
lim

2 108m

m m

m
   

3
3

2
lim 2

2 2m

m m

m
   ． 

ゆえに、
 
3

3,
lim 2
m

I m

m
 より、 

   33,I m m  . (Q.E.D.) 

 

そこで次のような予想を立てた。 

 

 



予想 

 , kI k m m が成り立つ。 

 

これは、無限に根号(√)の中で数を足

し合わせても、初めの
 ,
1
k m ka m とオ

ーダーは同じであるという予想である。 

 

命題 6 

1n  のとき、
   ,k m k
na m  が成り

立つ。 

 

この命題は、 k , nを定数とみなせ

ば、mを変数とする関数と考えられるこ

とに起因する。 

 

(命題 6 の証明) 

数学的帰納法により示す。 

[ⅰ] まず
   ,
1
k m ka m  を示す。 

 ,
1lim lim 1
k m k

k km m

a m

m m 
  . 

[ⅱ] ゆえに
   ,k m k
la m  ならば、

   ,
1
k m k

la m   となることを示す。 

   ,,
1lim lim

k mk m k
ll

k km m

m aa

m m


 


  

 ,

lim 1
k m

lk

m

a

m
   

ここで、命題 2 より、 2m  のとき

 ,k m
na m であるから、 

 ,
1lim lim 2 lim 2 2
k m

k kkl

km m m

a

m


  
   ． 

すなわち、
   ,k m k
na m  . (Q.E.D.) 

 

３－５ 関数列と無限多重根号 

 無限多重根号を別の方法で計算できな

いか考えたところ、関数列を用いて考え

ることができた。 

 

定義 3 

関数列
    ,k m
nI x を以下のように帰納

的に定義する。 

   ,
1
k m kI x x ,

       , ,
1

k m k mk
n nI x m I x   ． 

 

特に、
     , ,k m k m
n nI m a である。 

 

定義 4 

関数列
    ,k m
nI x に対して、

   ,lim k m
n

n
I x


が収束するとき、

       , ,limk m k m
n

n
I x I x


  とする。 

 

特に    , 2,2k m  の場合を考える。 

 

 



命題 7 

   2,2
nI x は n のとき、

   2,2 2I x  に各点収束する。 

 

(証明) 

       2,2 2,2
12 2 2n nI x I x     

      

   
   

2,2
1

2,2
1

2

2 2

n

n

I x

I x








 
 

   
   2,2

1

1
2

2 nI x   

           
1

1 4 2 2
2 2

2 2n n


   ． 

ゆえに、はさみうちの原理より、 

     2,2 1
0 lim 2 lim 4 2 2

2n nn n
I x

 
     

なので、
       2,2 2,2lim 2n

n
I x I x


  ． 

(Q.E.D.) 

 

４．研究の考察と今後の課題 

 無限多重根号を 3 乗根に拡張し、その

値を求めることができた。一般の k乗根

については、数列の極限値を求めること

はできなかったが、その極限値が存在す

ることを証明した。また、ランダウのオ

ーダー記号を用いて無限多重根号につい

て 2, 3 乗根のオーダーを調べ、一般の場

合の予想を立てた。関数列でのアプロー

チを試みた。 

 今回できなかった無限多重根号の一般

化をしたい。また、無限多重根号と連分

数との関係性についても研究を行いたい

と考えている。 
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