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１．概要 

余弦定理の対象をn次元図形に拡張した定理を用いることにより、中線定理をn次元図

形へと一般化した。また、n次元中線を定義して、n次元図形の重心の関係を明らかにし

た。 

 

２．研究の背景と先行研究 

２－１．研究の背景 

三平方の定理の応用として、次の中線

定理はよく知られている。 

 

中線定理 

△ABC と辺 BC の中点 P について次

のような式が成り立つ。 

 2 2 2 2AC +AB =2 BP +AP  

 

 

中線定理は三平方の定理だけでなく余弦

定理を用いても証明できる。 

 

余弦定理 

△ABC において、 

2 2 2AB =BC +CA

2BC×CAcos ACB 
 

が成り立つ。 

 

２－２．先行研究 

三平方の定理を 3 次元に拡張した「四平

方の定理」が存在する。 

 

四平方の定理（デカルト・グアの定理） 

（[1]） 

AOB= BOC= COA 90    である三

角錐 OABC においては、 

2 2 2 2
ABC = OAB + OBC + OCA  

が成り立つ。 

 

先行研究[2]は余弦定理を 3 次元に拡張

したものとして次の主張を掲載している。 

 

主張（[2]） 

四面体 ABCD において、 

平面 ABC と平面 ACD のなす角を 12 , 

平面 ACD と平面 ABD のなす角を 23 , 

平面 ABC と平面 ABD のなす角を 13 , 

平面 ABC と平面 BCD のなす角を 14 , 

平面 ACD と平面 BCD のなす角を 24 , 

平面 ABD と平面 BCD のなす角を 34 , 

とすると、 

 

 



2 2 2 2
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31

BCD = ABC + ACD + ABD

2 ABC × ACD cos

2 ACD × ABD cos

2 ABC × ABD cos













 

が成り立つ。 

 

先行研究[2]において、主張に誤りがあ

ることに気付いた。実際に、平面と平面の

なす角は必ず 0 以上
2


以下であるから、

四面体 ABCD において点 A から平面 BCD

におろした垂線の足が三角形 BCD の外部

にあるとき、主張は成り立たない。 

そこで面と面のなす角を四面体の内部で

測ることにより、主張を修正した。 

 

定義 1（面と面が立体の内部でなす角） 

四面体 P1P2P3P4において点 P1から辺

P3P4におろした垂線の足を H1，点 P2から

辺 P3P4におろした垂線の足を H2とおくと

き、
1 1PH
�����

と
2 2P H
������

のなす角を面 P1P3P4と

面 P2P3P4が立体の内部でなす角という。 

 

定理 1（主張の修正） 

四面体 ABCD において 

面 ABC と面 ACD が内部でなす角を 12 ,

面 ACD と面 ABD が内部でなす角を 23 , 

面 ABC と面 ABD が内部でなす角を 13 ,

面 ABC と面 BCD が内部でなす角を 14 , 

面 ACD と面 BCD が内部でなす角を 24 ,

面 ABD と面 BCD が内部でなす角を 34 , 

とすると 

2 2 2 2
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BCD = ABC + ACD + ABD

2 ABC × ACD cos

2 ACD × ABD cos

2 ABC × ABD cos













 

が成り立つ。 

 

（証明） 

まず、一般的に 

14 24

34

BCD = ABC cos + ACD cos

+ ABD cos

 


 

が成り立つ。すなわち、 
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BCD = ABC BCD cos

+ ACD BCD cos

+ ABD BCD cos





 ⋯①

 

同様に、 

2
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ABC = ABC ACD cos

+ ABC ABD cos

+ ABC BCD cos ,
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+ ACD ABD cos

+ ACD BCD cos ,
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ABD = ABC ABD cos

+ ACD ABD cos

+ ABD BCD cos







 

が成り立つ。 

式を変形すると、それぞれ 
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 ⋯④

 

ここで、②，③，④を①に代入すると、 
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を得る。 (Q.E.D.) 

 

四平方の定理は定理 1 の特別な場合であ

る。また、定理 1 は余弦定理を三次元に拡

張した定理といえる。そこで、本論文では

「余弦定理」をn次元に拡張することによ

り、「中線定理」をn次元に拡張すること

を目指す。 

 

３．研究内容 

ここでは、「n次元図形」はn次元空間

で ( )1n  個の点を線分で結んだ図形であ

り、各頂点の位置ベクトルは一次独立で

あるものを指す。 

 

定義 2（n次元図形の内部でなす角） 

点 P1, P2から ( )2n  次元図形 P3P4…

Pn+1へ下した垂線の足をそれぞれ H1, H2

とするとき
1 1PH
�����

と
2 2P H
������

がなす角 を

( )1n  次元図形 P1P3P4…Pn+1と ( )1n 

次元図形 P2P3…Pn+1がn次元図形 P1P2…

Pn+1の内部でなす角という。 

1 1 2 2

1 1 2 2

PH P H
cos

PH P H
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定義 3（n次元中線） 

n次元図形のある 2 つの頂点の組に対

し、その 2 本を結んだ線分の中点と、残

り ( )1n  個の頂点を含む面を、n次元中

線という。 

 

 

 



下図の場合、辺 BC の定める 3 次元中

線（中面）は面 OAM である。 

 

 

定義 4（符号付きn次元体積） 

 Un を点 P1, P2, …, Pn+1 によって一意に

定められるn次元空間、Wk を点 Pk 以外の

すべての点によって一意に定められる

( )1n  次元空間、Dk を Un が Wk により分

割されて生ずる 2 つの領域のうち点 Pk を

含むものとする。 

Un 上の任意の図形 F について、Dk に含

まれる部分のn次元体積を正，Dkに含まれ

ない部分の n次元体積を負と定める。これ

を F の点 Pk に関する符号付きn次元体積

という。 

 

定理 2 

nV を n次元図形 P1P2…Pn+1 の n次元体

積、sgnVQkを Un内のn次元図形 QP1P2…

Pk-1Pk+1…Pn+1 の点 Pk に関する符号付きn

次元体積とすると、 
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1

sgn kVQ
n

n
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  …(*) 

が成り立つ。 

 

（証明） 

1n  のときは明らかである。 

2n  のとき、ベクトル方程式 
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1n  のときも(*)が成り立つので、 
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． 

よって、題意は示された。 (Q.E.D.) 

 

 定理 2 を用いて、次の定理 3 を導くこと

ができる。 

 



定理 3 

H をn次元図形 P1P2…Pn+1において点 Pk

から Ckへ下した垂線の足、Ck を点 Pk 以外

のすべての点を頂点とする ( )1n  次元図形、

kS を Ck の ( )1n  次元体積として、  ,l m

を Cl と Cm がn次元図形の内部でなす角と

すると、 
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が成り立つ。 

 

（証明） 

定理 2 より、 
1
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となる。 (Q.E.D.) 

 

また，定理 2 から直ちに次の定理が導出

できる。 

 

定理 4 
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定理 5（n次元余弦定理） 

n次元図形 P1P2…Pn+1において、Ckを

点 Pk以外のすべての点を頂点とする

( )1n  次元図形、 kS を Ckの ( )1n  次元

体積、  ,l m を Clと Cmがn次元図形の

内部でなす角とすると、 

  
1

2 2

1
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n
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が成り立つ。 

 

（証明） 

正射影を用いると、 
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が成り立つ。両辺に kS をかけると 
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  ⋯②  

①と同様に考えると、 
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②に代入して、 
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すなわち、 
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を得る。 (Q.E.D.) 

 

n次元余弦定理の特殊な形として、次の

定理が導かれる。 

 

定理 6（n平方の定理） 

点 O まわりのどの角も直角であるような

n次元図形 OP1P2…Pnについて、 Sを

( )1n  次元図形 P1P2…Pnの ( )1n  次元体

積、 kS を ( )1n  次元図形 OP1…Pk-1Pk+1…

Pnの ( )1n  次元体積とすると、 

2 2

1

n

k

k
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が成り立つ。 

 

（証明） 

( )1n  次元空間 P1P2…Pnの長さ 1 の

法線ベクトルを ( , , , )1 2 nE E E⋯ とおく。 

( )1n  次元空間 P1P2…Pnと ( )1n  次元

空間 OP1…Pk-1Pk+1…Pnがn次元図形

OP1P2…Pnの内部でなす角を k とおく

と、 ( )1n  次元空間 OP2P3…Pnの法線ベ

クトルは(1, 0, 0, …, 0)なので、 

1 1cos E   

となる。 

さらに、 1 1cosS S  ゆえ、 1 1SE S ． 

同様に k kSE S であるので、 
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を得る。 (Q.E.D.) 

 

そして、n次元余弦定理によりn次元中

線定理が示される。 

 

定理 7（n次元中線定理） 

n次元図形 P1P2…Pn+1において、Mk,lを

線分 PkPlの中点、CMk,l(r,s)を ( )2n  個

の点 P1P2…Pn+1Mk,lのうち Prと Ps以外

を頂点とする ( )1n  次元図形とする。

, ( , )k lSM r s  SMk,l(r,s)で CMk,l(r,s)の

( )1n  次元体積を、 ( , )r s t で CMk,l(r,s)

と CMk,l(r,t)が内部でなす角を表すと、 
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が成り立つ。 

 

（証明） 

n次元図形 P1P2…Pi-1Pi+1…Pn+1Mi,jに

ついて、n次元余弦定理より、 
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…① 

次に、n次元図形 P1P2…Pj-1Pj+1…

Pn+1Mi,jについてn次元余弦定理より 
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①＋②を計算すると、 
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となる。 (Q.E.D.) 

 

また、平面において三角形の重心は三本

の中線の交点である。したがって、n次

元においても中線と重心には関係がある

と考えた。 

 

定義 4（n次元図形の重心） 

点 Pk  1 1,k n k   ℕ の位置ベク

トルを
kp
���

とおくと、n次元図形 P1P2…

Pn+1の重心の位置ベクトルは
1
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1

1

n

k

k

p
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と定義される。 

 

定理 8 

(1) n次元図形 P1P2…Pn+1の 1 2n C 個のn

次元中線は重心を共有する。 

(2) 1 2n C 個のn次元中線はただ 1 点を共

有する。 

（証明） 

(1) 点 P1を含まないn個のn次元中線が

重心を含むことを示せばよい。 

線分 P1Pkの中点を  Mk kq
���

とおくと、

n次元中線 P2P3…Pk-1Pk+1…Pn+1Mk上の

任意の点  Qk kq
���

は 
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よって，題意は示された。 

 

(2) 
1 2 1, , , np p p   
��� ��� �����

は一次独立である。 

点 P1 を含まないn個のn次元中線につ

いて考えればよい。 

いま、点  R r
�

がすべてのn次元中線の

上にあるとき、 
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①，②からベクトルの一次独立性より、 
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これが、すべての 2 1k n   について

成立するため、③より 

1 2 1
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1
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n
       


． 

したがって、すべてのn次元中線の上

にある点 R は 1 つである。 (Q.E.D.) 

 

４．結果・考察 

n次元余弦定理、n次元中線定理、n平

方の定理を証明し、またn次元中線が重

心を共有することを示した。今後はn次

元中線と重心の関係をn次元図形の計量

などに応用したい。 
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