
凸多角形での証明
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ビュフォンの針とは

Ⅰ平面図形への拡張

�� � 4����� � ���� と予想

（正ｎ角形の一辺を � とし、平行線と交わる確率を �� とする。）

Ⅱ 高次元空間への拡張

円

� � 2 � � 1�� � � 2�� � � �� � � � � 2 ���

⻑⽅形 ルーローの三角形 半円

� � ��� と予想 （� は周⻑）

����
��

� � ��
�� � �� � ����

�� � � � �� � ����
���� � � 3 ∪ � � �� � �� � � 3 ∩ � � !"�!#�� � �$!"�!#�� � �!#��� ��� （ビュフォンの針）
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仮定

凸図形での証明

三角不等式より' ( ) ' ( � 1
凸図形より ' ( ) �
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定理１

定義 n次元格子空間内において、m次元の図形Ａがk次元の領域を動くとき、Ａが格子と共有点をもつ確率を� �, 9, � と表す。 9 	 �

“ビュフォンの針”の高次元への拡張
ー図形を用いた確率の計算理論と幾何への応用ー
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余弦定理

代入

正２ｍ角形
（複素数平面上）

対称性よりその他の場合でも同様

� � 29 � 1 のときも同様に計算すると��=$� � �=$� � �� が得られた。

表面積に比例するのでは？
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図形の次元を拡張
（9 を＋１）
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定理

Ⅰ‐ⅰ正ｎ角形への拡張

Ⅰ‐ⅱ凸図形への拡張
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周長に比例する

An expansion of “Buffon’s needle” to higher dimensions



Ⅱ−ⅰ３次元空間への拡張

� 2,2,2 について

単位正⽅形の
面積を R
図形の面積を S

� 2,2,2 � SR

正射影について

�
面積 R

影の面積 S
S � R cos �

� 2,2,3 の計算

格子平面
�⃗ 0,0,1

U⃗ <(, V, W
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法線ベクトル (� � V� � W� � 1 （単位ベクトル）

( � cos � sin bV � cos � cos bW � sin �
（球面の媒介変数表示）

�, b を一様乱数（�, b は独立）

c ( � c cos � c sin b � 2� · 2� � 4��c V � c cos � c cos b � 2� · 2� � 4��c W � c sin � � 2�

sin �, b を一様乱数

c ( � c cos � c sin b � �4 · 2� � 12c ( � c cos � c cos b � �4 · 2� � 12c W � c sin � � 12期待値が一致しない。

�̅ � Sc WR c W � 12 � 2,2,3 � S2Rより

� 2,3,3 の計算

定理２と同様に計算

定理３

Ⅱ−ⅱｎ次元空間への拡張
目標
定理３を定理２と比較したとき、円周率 � が分⺟に存在しないこと
が分かった。その理由を一般的なｎ次元空間に着目して解き明かす。
定義  d � ⋯ 対象とするｎ次元図形の体積  e � ⋯ 対象とする(n+1)次元図形

の表面積  � � ⋯ 単位ｎ次元格子空間の体積

d� ⋯ ｎ次元球の体積e� ⋯ (n+1)次元球の表面積

定数に着目した定理２，定理３の一般化

� �, � � 1, � � 1 � ��e �� �
� �, �, � � d �� �

� �, � � 1, � � 1 � � �, �, � が成立して��を決定できる‼

本研究で発見した公式（定理４）とウォリスの積分公式（定理５）
を用いてｎによる定数 �� を明らかにする。
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定理４
数学的帰納法で証明
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定理５
（ウォリスの積分公式）
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定理６

周期数列であることから円周率 � が定理２の分⺟に存在し、定理
３には存在しないことの理由を説明できた。

Ⅲ 応用
バルビエの定理の別証明

定理７（バルビエの定理） 定幅図形の周⻑は一定である。

� � ��� � ���
定幅図形より

定理２より � � ��  （一定）
命題 定積図形の表面積は一定である。

期待値の利用（非凸図形 の場合の考え⽅）
確率を用いて、 � q �の場合や非凸図形の場合を考えるこ
とは難しい。しかし期待値の加法性を利用すれば考えるこ
とができた。
多角形の一辺の⻑さ �� 1 	 � 	 � に対して平行線と交わる点の
個数の期待値を c� とすると、c� � ��r�� が成り立つ。
期待値の加法性より

c s ��
�t� � s c�

�
�t� � 2�� s ��

�
�t� � 2��� c � 2���定理８

周⻑、面積、表面積の測定
モンテカルロ法で測定することができる。
周⻑・・・定理２ 面積・・・ � 2,2,2 表面積・・・定理３

Ⅳ今後の課題
１ 等周不等式、ヘロンの公式等への応用。
２ � 1,2,3 を求める。
３ 周⻑が発散する図形（フラクタル図形など）での考察。
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（u は表面積）

� � ℎA� � � ���� � �ℎA � � S̅R � � u4Ru � 4S̅� � SR

どこから見ても面積が一定に見える立体図形を定積図形と呼ぶ

� �

（球面の一様分布）

表面積 u

面積 R

光

期待値が一致
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� 2,2,3 で利用した正射影の理論は帰納的にｎ次元空間でも成り立ち、� �, � � 1, � � 1 � �po p� p  が成立すると考えられる。（��はｎに依存する定数）

正射影がｎ次元球で一定である (n+1) 次元球を代入

� �, � � 1, � � 1 � � �, �, �

ℎA : 平面図形を直線に投影したときに
できる影の平均の⻑さ

S̅ : 立体図形を平面に投影したときに
できる影の平均の面積

d � � d�e � � e� 
のとき

主な結果


