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１.要約 

サイエンス研究会数学班６年生は、結び目について研究している。今回は、結び目の定

義、ライデマイスター移動、不変量など、結び目理論の基礎事項に加え、応用として、DNA
との関連性を考察し、更に今後の研究のためにタングルの考え方について述べてみたい。 
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２．研究の背景と目的 

 塾の先生に雑学として多少教えていた

だいたのがきっかけで、数学にしては何か

雰囲気が違う分野だと感じ、結び目理論に

興味を抱いた。結び目理論とは、紐の絡み

や結びつきを数学的に表す学問であり、「結

び目が解けるか否か」や、「2 つの結び目は

同じものか」などを考えるもので、生物学

（分子生物学）、化学（高分子合成物）、物

理学（量子力学・統計力学）への応用も期

待できる理論である。今回は応用として、

細胞のＤＮＡとの関連性を考察した。 
 

３．研究内容 

■結び目・絡み目の定義 
(1)3 次元空間内の、1 個の絡まった輪のこと

を、結び目(knot)という。つまり、1次元

球面(即ち円周)
1S から 3 次元球面

3S へ

の単射連続写像
31: SSK → あるいは K

の像のことを結び目という。 

(2)3 次元空間内の、複数の絡まった輪のこ

とを、絡み目(link)と呼ぶ。また、絡み目

を構成する個々を成分(component)と呼

ぶ。つまり、いくつかの 1次元球面の(集

合としての)直和
111 SSS ∪∪∪  から 3次

元 球 面
3S へ の 単 射 連 続 写 像

3111: SSSSL →∪∪∪ 3 或いは L の像の

ことを絡み目という。また、絡み目を構

成する個々の連結部分のことを成分とい

う。 

(3)2 つの絡み目が 3 次元空間内で同位とな

る(つまり、結び目を切ることなく、一方

を縮めたり、伸ばしたり、ひねったりす

ることによって、もう一方に移ることが

できる )とき、 2 つの結び目は同値

(equivalent)であるという。 
(4)単位円周（半径が 1 の円）と同値な結び

目を自明な結び目(trivial knot)と呼ぶ。 
 
 
 
 



 

 
 

図１ 結び目・絡み目の例 
 

 
 

図２ 同値な結び目の例 
 

■ライデマイスター移動 
 ある 2 つの結び目が同値であるかを調

べるために、結び目の一部分を変形するこ

とをライデマイスター移動 (Reidemeister 

moves)という。具体的には以下の３つの操

作である。同値な２つの結び目は、一方の

図から他方の図へ、以下の単純移動を繰り

返すことで必ず移すことができる。 

 

  図３ ライデマイスター移動 
 
 

■不変量 
不変量(invariant)とは、結び目、絡み目

を数値化して表したもので、実に多くの種

類がある。それぞれの不変量は、結び目、

絡み目をさまざまな方法・観点で分類する。

根気があれば、上述のライデマイスター移

動により全ての結び目を解き明かすのは可

能に思われるが、実際にするのは困難であ

る。そこで登場するのが不変量であり、結

び目・絡み目に対して、何度ライデマイス

ター移動を行っても変わらないように数値

化された指標が不変量であるともいえる。

例としては、次の３彩色可能性という簡単

な不変量があるものの、あまり有効とはい

えない(次節参照)。 
 
■３彩色可能性 
簡単な不変量の一例として、例えば３彩

色可能性(tricolorability)というものがある。

３彩色可能性は、結び目を図示したときに

切れている部分を一本の線と仮定して、そ

れぞれに色をつけていくことを考えていく。

結び目は、２つの条件 
(a) 少なくとも２色は使われている 
(b) 2 色以上が現れる交点では、３色が必

ず使われている 
が満たされているとき、この結び目は「3
彩色可能(tricolorable)である」という。 
 

 
図４ ３彩色可能な例 

 



 

 

図５ ３彩色不可能な例 
 
図４の例では、いずれの条件も満たされ

るため、３彩色可能であり、図５の例では、

条件(a)が満たされていないのでこれは３彩

色可能ではない(図６参照)。 
 

 

図６ 
 

３彩色可能性はライデマイスター変形で

も変わらないため不変量ではあるが「可能

である」「可能でない」の２種類しか起こり

えない。つまり３彩色可能性だけで「２つ

の結び目が同じである」とは判断すること

はできない。「２つの結び目が同じものであ

るとき、この２つはどちらも３彩色可能で

あるか、あるいはどちらも可能でないかで

ある」ということがいえる程度である。 
そこで有効な不変量として考え出された

のが、ブラケット多項式である。 

 
■ブラケット多項式 

1984 年、新しい不変量としてある多項式

(polynomial)が発見され、結び目理論だけで

なく、統計力学や量子場の理論、量子不変

量、量子群など他の分野との関連した膨大

な研究を生むことになった。この多項式(ジ
ョーンズ多項式という)の初等的な定義の

ために、 1987 年にブラケット多項式

(bracket polynomial)が考案された。 
 以下、ブラケット多項式について、図７

の三葉結び目 T を使って説明しよう。 

T 

 
図７ 三葉結び目 T 

 

 
 

図８ 交叉でのラベルのつけ方 
 



図８において、各交叉の近傍は２本の線

分によって４つの領域に分割されている。

そこでこれらの領域に対し、交叉の上側に

ある線分の反時計周り方向の領域にラベル

A を、時計回り方向の領域にラベル B を付

ける(図８参照)。 
 ある結び目の図 D に対して、そのすべて

の交叉を図９のどちらかのやり方で解消し

て得られる図を、結び目 D の 状態(state)

と呼ぶことにする。 
 

 
図９ 交叉の解消 

 
例えば、図７の三葉結び目 T は、次の図

10 にある８種類の「状態」を持つことにな

る（後々のために、ラベル A、B を付けて

おく）。 

 

 

 
図 10 三葉結び目 T の「状態」 

 
さて、一つの「状態」を S と書くことに

する。このとき a(S)は「A 領域をつなげる

交叉点の数」を、b(S)は「B 領域をつなげ

る交叉点の数」を、また|S|は図 S の中に

含まれる「輪」の数をそれぞれ表している。

このとき、 d を変数として、 

1||)()( −SSbSa dBA  

を状態 S のエネルギー(enargy)ということ

にする。 
 例えば、図 11 の「状態 S」について、

a(S) = 2 ，b(S) = 1 ，|S| = 2 となる。 

S 
図 11 「状態」S 

 
したがって、この「状態」S のエネルギ

ーは、 

BdA2
 



となる。 
さらに、ある結び目の図 D について、す

べての状態のエネルギーを足し合わせたも

のを、 D と書くことにすると、図７の三

葉結び目 T の状態については、 

dBABBdAdAT 32223 33 +++=

となる。このような( d を変数とする)多項式

が結び目の不変量であり、これをブラケッ

ト多項式と呼ぶ（正確には、結び目のもつ

「ひねり」を考慮すべきである）。 
 しかし実はこの場合、結び目のひねりを

取る操作に関しては正確な不変量とはいえ

ない。そこで、結び目 D に一定方向の向き

を与える。 

 
図 12 向きのつけ方(例) 

 
このとき、それぞれの交叉に対して、図 13
のように数値 1± を与える。結び目 D につ

いて、 
(正交叉の数)－(負交叉の数) 

を、 Dのひねり数(writhe number)と呼び、

)(Dw で表す。 

 

 
 

図 13 交叉の正負の定め方 

 

 
図 14 ひねり数の計算例 

 
このひねり数 )(Dw を次のように用いて、

不変量 )(Df を次のように定義することが

できる。 

DADf Dw )(3)()( −−=  

ここで、
1−= AB ， )( 22 −+−= AAd という

変数変換を行っている。よって、三葉結び

目T の不変量は次のようになる。 
 

41216

32223)3(3

)(3

)33()(
)()(
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dBABBdAdAA

TATf Tw

++−=
+++−=

−=
−×−

−

 
実際に、図 15 の 2 つの結び目で考えてみ

る。 

 
図 15 ２つの結び目 

 
この２つはどちらも自明な結び目である

(つまり同値である)ことは明らかである。 
まず、ブラケット多項式を用いて、それぞ

れの総エネルギーを計算する。 
結び目 X については、 



11100 == −dBAX  

となる。これに対して、結び目 Y は 
 

 
 

と分けられ、総エネルギーは 

BdAdBAdBAY +=+= −− 11011210  

となる。つまり、ブラケット多項式は 

YX ≠  

となり、一致しない。 
 では、ひねり数を導入してみたらどうな

るだろうか。X はひねりがない(交叉をもた

ない)ため、 0)( =Xw であることは直ちにわ

かる。一方、Y に図 16 のように向きを入れ

る。 

 

図 16 Y に入れる向き 
 
このとき、(向きをどちらに決めても結局同

じになるのだが）ひねり数は 1)( +=Yw とな

る。そこで、それを 

( ) ( ) ( ) YAYf Yw3−−=   

へ代入すると、 

( ) ( ) ( ) )()( 313 BdAABdAADf +−=+−= −×−  

となる。ここへ
1−= AB , ( )22 −+−= AAd を

代入すると、 

( ) =Yf ( ){ }2213 −−− +−− AAAAA  

より、 ( ) 1=Yf であるため、 )()( YfXf =  
が成り立つ。 
 
■絡み数・ねじれ数・ライジング数 
以下、今回のテーマ（結び目と DNA の

関係の一端を考察すること）に必要となる

不変量を紹介する。 
 
(1) 絡み数 

絡み数(linking number)は、絡み目の 2 成

分が、どれくらい絡み合っているかを示す

数値であり、ライデマイスター移動に関し

て不変である。以下にその定義を示す。 
 
①絡み目の個々の成分に向きをつける。 
②下図のように、片方の交差点を＋１、も

う一方を－1 とし、これを絡み目の各々

の交叉点において当てはめる。 
※ここでいう交叉点とは、異なる結び目同

士の交差点だけを指す。同じ 1 つの結び

目の中での交差点は、ここでは含まない。 
③各交叉点に付けられた数の総和を求め、2

で割る。これが絡み数となる。 
※絡み目の交叉点数は必ず偶数個なので 2

で割っても整数となる。 

 
図 17 交差点での数字のつけ方 



 
上図においては、絡み数は 

1
2

)1()1(
−=

−+−  

となる。以下、絡み目 R の絡み数を、 )(RLk
で表すことにする。 
 
(2) ねじれ数 
ねじれ数(twist number)は、リボンがどれ

くらい螺旋を描いているかを示す数値であ

る。絡み目の一種であるリボンに対する不

変量で、リボンが空間内を占める位置に依

存し、リボンを動かすと、それに伴い変化

する。 
この不変量は、リボンの中心軸と、リボン

の境界線の 1 本とが成す交叉点で定められ

る＋1 と－1 の、総和の半分である(このと

き、境界線は 2 本のうちどちらを選んでも、

必ず同じ値になる)。以下、リボン R のねじ

れ数を、 )(RTw で表す。 

 

⇒ 1
2

11)( +=
+

=RTwねじれ数  

図 18 ねじれ数の計算例 
 
(3) ライジング数 
ライジング数(writhing number)は、リボ

ンがどれくらい重なっているかを計る量で

ある。リボンの不変量であり、リボンが空

間内を占める位置に依存し、リボンを動か

すと変化する。 
この数は、リボンの中心軸同士が成す交

差点で定められる＋1 と－1 の総和である。 
ここでは、リボン R のライジング数を、

)(RWr で表す。 

 

 

⇒ 1)( +=RWrライジング数  

図 19 ライジング数の計算例 
 

■3 つの不変量の関係式 
まったく独立だったリボンに関する不変

量に思われる絡み数、ねじれ数、ライジン

グ数の間に、 

)()()( RWrRTwRLk +=  

という関係が発見された。実際に、図 20 の

ようなリボン R で考えると、 7)( +=RLk ,  
8)( +=RTw , 1)( −=RWr であるので、上

の関係式が成立している。 

 
図 20 リボン R 



■DNA と 3 つの不変量  
さて、以上の準備のもとで、結び目と

DNA との関係について、考察してみたい。

DNA は二重螺旋構造(double helix)である

から、これを一つのリボンがねじれている

ものとして考えることができる。よって、

前項のリボンに関する 

)()()( RWrRTwRLk +=  

という関係をもとに、DNA の変化を考える

ことができる。 
 ここで、トポイソメラーゼ(topoisomerase,
略称 topo)という酵素が DNA に及ぼす作用

について考える。トポイソメラーゼは細菌

からヒトに至るまで、すべての生物に広く

分布しており、DNA の増殖に必須な、つま

り生命維持に不可欠な酵素である。 
 トポイソメラーゼは、DNA 鎖を切断し、

ねじれを作ったり解消したりした後、再結

合する働きをもつ。 
 トポイソメラーゼⅡ型（topoⅡ）の働き

を下図に示す。この型は、二重螺旋を描く

２本の DNA 鎖を切断し、ねじれを作った

り解消したりしてから再結合する。例えば、

DNA の一部分に topoⅡが作用して、そこ

に+1 のねじれを作る。 

 

図21 トポイソメラーゼⅡ(topoⅡ)の作用 

 
これを繰り返すと、その DNA は長さの

わりにはねじれが多くなりすぎ、これを自

ら逆にねじれて、解消しようとする。つま

り、 )(RTw が減るわけである。ここで、 

)()()( RWrRTwRLk +=  

であり、 )(RLk はねじれの解消によって

変動しないので、上の式が成り立つように

するために、 )(RWr が増えることになる。

これは、もともと螺旋状だった DNA とい

うリボンが、さらに空間内でよじれること

を意味する。このようなよじれのことを超

螺旋(supercoiling)という(次頁図 23 参照)。
このような超螺旋はわれわれの身近なとこ

ろでも目にすることができる。例えば、絡

み合った電話のコード(図 22)やドライヤー

のコードなどである。 

 
図 22 電話のコードにできる超螺旋 

 
螺旋状態にあった DNA は超螺旋構造に

なってしまうが、実際には、酵素 topoⅡが

作用して、密になった螺旋構造を解消する。

この解消を繰り返しながら、mRNAはDNA
を読み進める。これによって、DNA のねじ

れの数は増えすぎることなく、安定した状

態を保って遺伝子情報を伝えることができ



る。 
したがって、この考え方を使って、メッ

センジャーRNA（以下 mRNA）が DNA か

ら遺伝子情報をどうやって読み取るのかを

説明することができる。 
① mRNA が DNA の二重螺旋のどこかに

割り込み、そこから螺旋構造を押しやり

ながら徐々に情報を読み取っていく。 
② DNA は押しやられることで二重螺旋構

造が密になって（詰まって）いき、つい

にこれ以上密になれないほど圧縮され

てしまう。 
③ これをさらにmRNAが読み取ろうとし

て前進すると、螺旋構造がほどけて、代

わりに超螺旋が作られていく。こうなる

と、この螺旋構造や超螺旋構造を解消す

るときに、DNA は大きな被害を受ける

ことになる。摩擦で発火する可能性すら

あるといわれている。 

 
図 23 超螺旋 

 
このように、トポイソメラーゼは超螺旋

を作ったり、逆に解消したりするのである。

実は、DNA を複製するには、先にその超螺

旋構造を解く必要がある。トポイソメラー

ゼは、以上の働きによって DNA を複製で

きる状態にし、 複製終了後は、再び超螺旋

を形成するという役割を持っている。もし、

トポイソメラーゼなしに、DNA が自らねじ

れて超螺旋を解こうとすれば、摩擦で発火

してしまう。これこそ、トポイソメラーゼ

が生物に必須の酵素であるとされる所以で

ある。 
以上のように、結び目理論の考え方によ

って、DNA の変化を表し、考察することが

できるのである。 
 
■ 細胞の視点から考える 

DNA は自身のねじれを解消しようと

して、超螺旋状態になるが、細胞の視点

からみると、超螺旋状態が必ずしも悪い

というわけでもない。例えば、図 24 にお

いて、Ｐの部分が、A,B の遺伝子を働か

せる指示を出しているとするとき、遺伝

子 B は P の部分から離れすぎている。 

 図 24 超螺旋ではない場合 
 
しかし、DNA が超螺旋状態になると、

DNA がねじれて絡まってくるため、図

25 にあるように、P の部分と A,B の部分

の距離が縮まってくる。したがって、細

胞からすると、遺伝子に指示を出しやす

いという利点がある。したがって、DNA
が超螺旋状態になっているほうがよい場

合もある。 



 
図 25 超螺旋である場合 

 
■タングル 

DNA の結び目問題に関して考える際、タ

ングルを理解しておくと都合が良い。 
タングル(tangle)とは結び目や絡み目が射

影されている平面において、結び目や絡み

目がちょうど４点で交わるような円で囲ま

れた領域をいう。尚、結び目や絡み目が円

と交わる４点はいつも磁石の４方向

NW(北西)，NE(北東)，SW(南西)，SE(南東)
にあるとする。 

      

 
図 26 タングルの例 

■タングルにおける同値 
２つのタングルがあって、タングルの４

端点は止めたままで、タングル内の結び目

の部分が円領域の外を出ないようにしなが

ら、ライデマイスター移動により他方に移

り変わるとき、２つのタングルは同値

(equivalent)であるという。 
 

 
 

図 27 同値なタングルの例 
 

■有理タングル 
有理タングル(rational tangle)とは、タン

グルを数字に変えたものであり、以下の法

則に従って構成されるタングルのことを表

す。図 28,29 を参照されたい。 
 
① 水平方向に 2 本の線を撚り合わせる。 
② ＮＷとＳＥの対角線に対して鏡映させ

る。 
③ 右の 2 本の線を撚り合わせる。 
④ ②～③の繰り返し。 
⑤  

 
図 28 有理タングルの構成(1) 



 
図 29 有理タングルの構成(2) 

 
このとき、螺旋の回転方向を数値化する

のだが、交点の上を通る結び目の部分(上道)
が正の傾き(左下から右上の傾き)であるな

ら、それは正になる。例えば、①の図では

上道が正の傾きであり、ねじれている回数

は３回なので①は「３」と表す。 
③では、最初に作った左の螺旋も上道が

正の傾きでねじれている回数は３回なので、

「３」である。次に作った右の螺旋は上道

が負の傾きでねじれている回数は２回なの

で「－２」となり、③は「3  -2」である。 
 有理タングルが同値であるかを調べるの

に極めて単純な方法がある。２つのタング

ル、「-2  3  2」と「3  -2  3」があるとし

よう。そして、この数列に対応するいわゆ

る連分数(continued fraction)を計算する。例

えば「-2  3  2」なら、 
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と計算する。このような計算によって、２

つのタングル「-2  3  2」と「3  -2  3」
は同値であることがわかる。 
 
４．考察・感想 

本研究を通して、結び目理論が DNA の

話と密接につながっていることがわかった。

また、酵素の働きや mRNA が遺伝子情報を

読み取る仕組みが数学を使ってモデル化で

きることを知った。 
超螺旋状態になっている DNA 程早く移

動することが可能となり、電極に置くと長

螺旋状態になっている DNA が＋に集まる。 
超螺旋状態の DNA の割合や、ねじれ数を

測定する事で酵素がどれだけ DNA に作用

しているのかを理解する助けになるだろう。 
 また、数学的な側面としては、結び目と

いう幾何の対象が、不変量を通して、多項

式という代数の対象で語られていることに

興味をおぼえた。 

 

５．今後の課題 

ブラケット多項式以外によく知られてい

る、ジョーンズ多項式やアレキサンダー多

項式、コンウェイ多項式などの不変量を理

解するとともに、ブラケット多項式がライ

デマイスター変形をしても不変である理由

の裏づけを行いたい。 
また、結び目理論を DNA と関係付ける

ことはできたが、細胞の視点を加えて考察

したい。そして、細胞の他にどのような視



点から結び目理論と DNA が関わっていく

かを調べたい。 
 さらに、DNAだけではなく、他の分野に

も応用できないか、さらなる研究を行いた

い。 
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