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１．概要 

 サイエンス研究会数学班３年生は、幾何の授業で「ピタゴラスの定理(三平方の定理)」を

学習した。そのとき、この定理の証明が 100 通り以上あることを知った。さらに、顧問の

先生から、直角三角形の３辺の関係を代数的に調べることもできるという話を聞いて、ピ

タゴラス数について興味を持った。その理解のために、参考文献[1]を輪読しながら、基本

事項の習得を行った。本稿では、[1]の内容をまとめながら、基本的事実について紹介する。 

 

キーワード  ピタゴラスの定理(三平方の定理)、ピタゴラス三角形、ピタゴラス数、 

         ピタゴラス方程式、既約、互いに素、フェルマーの大定理 

 

このとき、等式(1)をピタゴラス方程式

(Pythagorean equation)という。  

２．研究の背景と目的 

２－１．ピタゴラス三角形とは 

 ピタゴラス三角形(Pythagorean 

triangle)とは、３辺の長さを整数で表すこ

とができる直角三角形である。  

 また逆に、等式(1)が成り立つ三角形は直

角三角形となる(「ピタゴラスの定理の逆」

と呼ばれる)。 そして、ピタゴラス三角形

の３辺の長さの組み合わせをピタゴラス数

(Pythagorean number)という。 

 B.C.2000 頃のエジプトではすでに辺の

長さが 3, 4, 5 のピタゴラス三角形の存在を

知られていた。このようにピタゴラス三角

形はとてつもなく長い歴史がある。  

あるピタゴラス三角形を拡大すると、新

しい直角三角形ができる。新しくできた直

角三角形は、各辺が自然数であり、もとの

三角形に相似なので、これもまたピタゴラ

ス三角形となる。このようにあるピタゴラ

ス三角形を２倍，３倍，４倍…としていく

と、次々に新たなピタゴラス三角形ができ

る。つまり、１つのピタゴラス三角形から

無数のピタゴラス三角形が生み出される。

これを記号で表現しよう。一般に、３辺が

zyx ,, であるピタゴラス三角形を

と表すことにする。このとき、 (  

),,( zyx

),, kzkykx

 また、よく知られているように直角三角

形の３辺の間には、ピタゴラスの定理(定理

１)が成り立つことを授業で学習した。 

 

定理１ (ピタゴラスの定理) 

直角を挟む２辺の長さが yx, である直角

三角形の斜辺の長さを としたとき、    z
222 zyx   …(1) 

が成り立つ。 

 



(ただし、 )はすべてピタゴラス

三角形になる。 

,3,2,1k
abba

2

1
4)( 2   

と表すこともできる。したがって、 例えば、(3, 4, 5)という組み合わせのピ

タゴラス三角形からは、(6, 8, 10), (9, 12, 

15)などのピタゴラス三角形が得られる。 

2222 2)( baabbac  =  2c

となる。(Q.E.D.) 

  

［証明２］  ここで、ピタゴラスの定理の証明を 

図２のように、３辺の長さが zyx ,, であ

り、∠C＝90°である直角三角形 ABC を考

える。頂点 C から斜辺 AB へ下ろした垂線

の足を D とする。 

いくつか紹介する。 

 

［証明１］            

zyx ,,３辺の長さが であり、∠A＝90°

である直角三角形 ABC を考える。まず、△

ABC と合同な直角三角形を図１のように

４枚並べて、正方形 ADEF をつくる。 
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ここで、∠D＝90°より、 

△ABC∽△ACD∽△CBD  
図１ となる。よって、△ABC と△ACD の相似

比は ：AD＝ ： であり、よって、AD

＝

y z y

z

2

 

このとき、△ABC，△DGB，△EHG，

△FCH はすべて合同である。すると、 

y
 …①である。 

AB＝DG＝EH＝FC＝ x ， 同様に、△ABC と△CBD の相似比は 

AC＝DB＝EG＝FH＝ ， y x ：BD ＝ z ： x であり、したがって、BD

＝
z

x 2

 …②となる。 
BC＝GB＝HG＝CH＝  z

であるから、正方形 BGHC の面積 は、

 と表すことができる。一方、正方

形 BGHC の面積は、一辺 )y の正方

形から、４枚分の直角三角形の面積を引い

たものなので

S
2cS  いま、 z ＝AB＝AD+BD であるから、 

が

 

(x 

z

yx

z

x

z

y
z

2222 
  

が成り立つ。この両辺に  を掛ける

と、  となる。(Q.E.D.) 

z )0(
222 yxz 



［証明３］ 

 ３辺の長さが zyx ,, (BC= x , CA= , 

AB=

y

z とする)であり、∠A＝90°である直

角三角形 ABC を考え、図３のように、各辺

を一辺とする正方形を辺上につける。また、

点 C から辺 DE におろした垂線の足を L と

し、AB との交点を M とする。また、I を

通り AB に平行な直線 IJ を引き、線分 AH

との交点を J、線分 IJ と辺 BD の延長線と

の交点を K とする。 
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図３ 

 

すると、IJ//BA、IB//JA であるため、四

角形 ABIJ は平行四辺形である。ここで、

□ABIJ＝BI×BC なので、 

□ABIJ＝□BIHC …① 

ここで、□ABIJ と□BIHC はそれぞれ平

行四辺形 ABIJ と正方形 BIHC の面積をそ

れぞれ表している。 

また、△IBK と△CBM において、BI＝

BC であり、 

∠IBK＝90°－∠KBC＝∠CBM 

なので、ともに直角三角形であり、斜辺と

１鋭角が等しいので、△IBK≡△CBM であ

る。 

よって BK＝BM となり、また KD//CL で

あるから、 

□ABIJ＝AB×BK=BD×BM 

      ＝□BMLD    …② 

 ここで、□BMLD は長方形 BMLD の面

積を表している。 
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図４ 

 

①，②より、 

□BIHC＝□BMLD …③ 

であり、同様に、 

□ACGF＝□AELM …④ 

となる。③，④より、 

□BIHC＋□ACGF＝□AEDB 

つまり、 が成り立つ。 222 zyx 
(Q.E.D.) 
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図５ 

 

［証明４］ 

３辺の長さが zyx ,, (AB= x , BC= , 

CA=

y

z とする)であり、∠B＝90°である直

角三角形 ABC を考える。 

図６のように、直角三角形の１辺 AB の

延長上にAD＝BCとなるような点Dをとり、

AD⊥DE かつ DE＝AC となるような点 E

をとる。E と A，E と C を結ぶ。 
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図６ 

 

△EDA と△ABC において、AD＝CB であ

り、DE＝BA，∠ADE＝∠CBA＝90°なの

で、△EDA≡△ABC となる。よって AE＝

CA＝ z  である。 

ここで、四角形 BDEC は上底が DE＝ x ，

下底が BC＝ ，高さが BD＝AB+AD＝y

yx  の台形であるので、その面積は 

   222 2
2

1

2

1
yxyxyx   …① 

である。また、この台形は△ABC+△ABE

＋△EAD と表すことができる。△EAD は

一辺が z の直角二等辺三角形なので、 

△EAD＝

2

2

1
 …② 

である。したがって、この台形 BDEC の面

積は、②より、 

xyzxyxyz  22

2

1

2

1

2

1

2

1
 …③ 

となる。ゆえに、①，③から、 

  xyzxyyx  222

2

1

2
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すなわち、 が成り立つ。 222 zyx 
                           （Q,E,D） 

 

 本稿では、ピタゴラス三角形のもつ幾何

的性質と、ピタゴラス数のもつ代数的性質

の対応に注目しながら、ピタゴラス数の基

本的な性質をまとめたい。 

 

３．研究内容 

３－１．既約なピタゴラス三角形 

２つの整数 が既約(irreducible)であ

るとは、２数の最大公約数が 1 であるとき

をいう。一般に、２数 の最大公約数を

と表すので、 が既約であることを

ba,

ba,

),( ba

),(

ba,

1ba  と表す。このとき、 は互いに

素 (coprime)であるともいう。さらに、

ba,



 (i) どちらも偶数である場合 
1),( ba  かつ であるとき、分数0b

b

a
は

これ以上約分できない。このような分数を

既約分数(irreducible fraction)という。 

nymx 2,2   ( は自然数)と表す

ことができるので、どちらも 2 で割ること

ができ、2 数が互いに素であるという仮定

に反するため、起こり得ない。 

nm,

ピタゴラス三角形が既約であるとは、３

辺の、どの２つの辺の長さも既約になって

いるときをいう。 

 

(ii) どちらも奇数である場合 

補題Ⅰから、２つの奇数の平方の和を 8

で割ると 2 余ることがわかります。したが

って、２つの奇数の平方の和は４で割り切

ることができない。奇数の平方は奇数なの

で、２つの奇数の平方の和は偶数になる。

つまり、
2z は偶数になる。ゆえに、 z も偶

数であるとわかる。 

 既約なピタゴラス三角形を求めるために、

まず既約なピタゴラス三角形 につ

いて、この３辺の長さの性質を調べていく。 

),,( zyx

 以降、ピタゴラス三角形 を考え、

をその斜辺とする。つまり、

が成り立っているものとする。 

),,( zyx
2 yx  22 zz

 まず、斜辺以外の２辺については、それ

らの偶奇性(パリティ)が決定される。証明の

ために、次の補題を準備しておく。 

 ここで kz 2 とすると、 となり

4 の倍数になる。つまり、 が 4 の倍

数である。これは、２つの奇数の平方の和

を 4 で割り切ることができないという事実

に反するので、２数が両方奇数ということ

はあり得ない。 

22 4kz 
22 yx 

 

補題Ⅰ 

奇数の平方を 8 で割ると、1 余る。 

 
(i), (ii)から、 yx, は一方が奇数であり、

一方が偶数でなければならないことが示さ

れた。(Q.E.D.) 

［証明］ 

ある自然数 をもちいて、ある奇数を

と表す。この平方は 

k

4  k

(

12 k

 1)1(414)12( 22  kkkk

)1

と な

る。このとき、 zyx ,, をより具体的に求めるためには、

次の補題が必要である。この補題は、２数

を因数分解して考えれば、直感的には正し

く思える。しかし、数学的に正確な証明を

するためには、素因数分解の一意性を認め

ておく必要がある。ここでの証明は行わな

いので、参考文献[2]などを参照せよ。 

kk

(4

は連続２数の積ゆ

え偶数なので、 )1kk
2)1

は8で割り切れる。

ゆえに、 は 8 で割ると 1 余る。

(Q.E.D.) 

2( k

 

定理２ 

x y, は(奇数、偶数)または(偶数、奇数)

の組合せとなる。  

補題Ⅱ   

［証明］ ２つの互いに素である数の積が平方数の

とき、この２数はどちらも平方数でなけれ

ばならない。 

まず仮定として、 yx, が互いに素である

とする。 



定理３ 

x y z,, は互いに素な２数 を用いて、

それぞれ 

nm,

22 nmx  , mny 2 ,  22 nmz 
と表すことができる。 

 

［証明］ 

 定理２から、 yx, の組の一方が奇数で、

もう一方が偶数であることは証明された。

ここで、 x を奇数、 を偶数とおいく（す

ると

y

z は奇数となる）。 

 ピタゴラス方程式を変形させ、 

))((222 xzxzxzy   …① 

としたとき、 xz   と xz   は、 zx, がと

もに奇数であることから、どちらも偶数と

なる。よって整数 を用いて、 b,a

axz 2 ,  …② bxz 2
と表すことができる。ゆえに、 

baz  ,  …③ bax 
となる。この等式から が互いに素であ

ることが導かれる。 

ba,

 なぜならば、背理法を用いて、 が 1

より大きな公約数 をもつとすると、③か

ら は

ba,

d

d zx, の公約数となる。ゆえに、 xz 

と xz  も公約数 をもつことになる。ここ

で①から、 は の約数になり、d は の

約数ともなる。このとき、 は

d
22d y y

d yx, の公約

数となり、 yx, が互いに素であるという仮

定に反する。したがって、 は互いに素

でないといけない。  

ba,

 また、自然数 を用いて と表すこ

とができるので、①，②から、 ,   

つまり、c  …④となる。ここで、補

題Ⅱと④から、 ,  と表せる。

いま、a と が互いに素であるので、m とn

も互いに素であることが分かる。③から

c

ab

a

cy 2

c4 2 

2n

ba 22 
2

b

2m b

zx, は、 
22 nmx  ,  22 nmz 

となる。さらに、 より、, 222 nmabc 
mncy 22   

である。こうして、互いに素な２数 を

用いて、

nm,

zyx ,, はそれぞれ 

, mny 2 ,  …⑤ 22 nmz 22 nm x 
と表すことができた。(Q.E.D.) 

 

 ちなみに、 がともに偶数または奇数

のとき、 から、

nm,
2m  2nx x が偶数とな

り、最初の仮定に反するので、 の一方

が偶数、他方が奇数でないといけないこと

がわかる。 

nm,

このことからわかるように、ピタゴラス

三角形の斜辺でない２辺のうちどちらか

は 4で割りきることができる。したがって、

３辺がすべて素数であるピタゴラス三角

形は存在しないことになる。 

 

 これまでをまとめると、次の定理のよう

に記述できる。 

 

定理４ 

 辺 y が偶数であるような既約なピタゴ

ラス三角形は、すべて 
22 nmx  , mny 2 ,  22 nmz 

( )から求められる。ただし、 は

一方が偶数で他方が奇数であるような既

約な任意の２数である。また、 が偶数で

あるような既約なピタゴラス三角形

は、このような２数 によって

一意的に定まる。 

nm 

),,( zyx

nm,

y

n,m

 

［証明］ 

nm, は互いに素な整数で、 とし、nm 



さらに一方が偶数、もう一方が奇数である

とする。⑤によって、これらの数から既約

なピタゴラス三角形 の辺が決まる。

恒等式  

),,( zyx

2 ()mn  22 )2()( nmnm   

から、ピタゴラス方程式が成り立つことは

明らかである。 

 次に、⑤のように定めた yx, が互いに素

になることを示そう。そこで、 yx, が公約

数  ( )をもつとする。d 1d x は奇数なの

で、d も奇数となる。また、d は の約数

にもなる。すると、⑤から と

が公約数 を持つことになり、

と が d で割り切れる。ゆえに

と も d で割り切れる。 

z
2m  2n

m

2n
22n

2m
2m
2n

d

n,

2 2

しかし、これは が互いに素であると

いう最初の条件に反するので、

m

yx, が互い

に素であることになる。 

最後に、 が異なる の組み合

わせには、異なったピタゴラス三角形が対

応するということを確かめる。これは、⑤

から 

nm, ), z,( yx

n 22zxm 22 ,   zx 
となるため zyx ,, が一致した場合 も

一致する。したがって、 が異なると

nm,

nm,

zyx ,, も異なることが示された。(Q.E.D.) 

 

定理５ 

y が偶数であるようなすべてのピタゴ

ラス三角形 は式 ),,( zyx

klx  , 
2

2l2k
y  , 

2

22 lk
z


  

によって表される。ここで k と は互いに

素なすべての奇数の組を動く。しかも が

偶数であるような既約なピタゴラス三角

形 はこれによって一通りに表され

る。 

l

y

),,( zyx

 

［証明］ 

ピタゴラス方程式 は、因数

分解により、 と表すこ

とができる。 

222 zyx 
))(( yzyz 2x 

ここで、 は偶数、y zx, は奇数である。 

よって、 yzu  と yzv  はともに奇

数で互いに素である。すると、 と

表すことができる。 

uvx 2

したがって、 、 をみたすよ

うな互いに素な２数 が存在する。つま

り、

2ku 
lk,

2lv 

klx  であり、 

22

22 lkvu
y





 , 

22

22 lkvu
z





  

となる。したがって、 

klx  , 
2

22 lk
y


 , 

2

22 lk
z


  …⑦ 

と表される。一意性については、定理４と

同様に証明できる。(Q.E.D.) 

 

y が偶数であるような既約なピタゴラ

ス三角形を無限に求めたければ、まず に

奇数の値3, 5, 7, 9, …を順に当てはめ、l に

より小さく と互いに素な奇数の値を

順に当てはめる。最後に公式⑦によって

k

k k

zyx ,, の値を計算しればよい。 

 公式⑦によって最初の 20 個の既約なピ

タゴラス三角形を次ページの表１に示す。 

 あらゆるピタゴラス三角形を求めるに

は、既約なピタゴラス三角形をなす自然数

を次々にかけていけばよい。このようにし

て、y が偶数であるようなあらゆるピタゴ

ラス三角形を得ることができる。さらに、

x と を入れ替えたピタゴラス三角形を

追加すれば、すべてのピタゴラス三角形が

y



得られる。 

このような性質を用いて、特別な場合の

ピタゴラス三角形を調べていく。 

 

表１ 既約なピタゴラス三角形 

   （はじめの 20 個） 

k l x y z 

3 1 3 4 5 

5 1 5 12 13 

5 3 15 8 17 

7 1 7 24 25 

7 3 21 20 29 

7 5 35 12 37 

9 1 9 40 41 

9 5 45 28 53 

9 7 63 16 65 

11 1 11 60 61 

11 3 33 56 65 

11 5 55 48 73 

11 7 77 36 85 

11 9 99 20 101 

13 1 13 84 85 

13 3 39 80 89 

13 5 65 72 97 

13 7 91 60 109 

13 9 117 44 125 

13 11 143 24 145 

 

３－２．100 以下の辺をもつピタゴラス三

角形 

 ３辺の長さがいずれも 100 を超えない

ようなピタゴラス三角形をすべて求める

には、斜辺の長さが 100 以下であるような

三角形を見つければ十分である。 

 表１をみると、条件を満たすものはたっ

た 16 個しかない。なぜなら ≧15 とする

と、 

k

100
2

15

2

222

＞＞
lk

z


  

となってしまい、100 を超えてしまうから

である。 

 また、表１の最初の７個は辺を 2 倍する

ことができ（そうしても辺の長さは 100 を

超えない）、同様に最初の５個は 3 倍、最

初の３個は 4 倍または 5 倍、最初の２個は

6 倍または 7 倍、最初の１個は 8 倍から 19

倍まですることができ、合計 50 個のピタ

ゴラス三角形を求めることができる。最後

に yx, の値を入れ替えることによってで

きた 50 個を加えて、辺がすべて 100 以下

であるピタゴラス三角形を合計 100 個求

めることができた。 

 

３－３．連続する整数を２辺にもつピタゴ

ラス三角形 

 表１に挙げた既約なピタゴラス三角形

を見ると、(3, 4, 5)というペアは連続する

３数からできている。このようなピタゴラ

ス三角形はこれしかない。この事実は、簡

単に証明することができる。 

 

定理６ 

 連続する３数を辺としてもつピタゴラ

ス三角形は(3, 4, 5)のみである。 

 

［証明］ 

ある自然数 ( ≧2)を用いて、連続する

３数を

n

,

n

1,1  nnn と表す。この３数がピ

タゴラス方程式を満たすとき、 
222 )1()1(  nnn  

1212 222  nnnnn  



から、 ，  となり、

≧2 なので、 ＝4 である。 

nn 42 
n

0)4( nn

n

よって、この条件を満たすものは(3, 4, 5)

のみである。(Q.E.D.) 

 

また、辺の長さが等差数列となるものを

求めることも簡単である。 

 

定理７ 

 等差数列である３数を辺としてもつピ

タゴラス三角形は(3, 4, 5)に相似である。 

 

［証明］ 

定理６と同じように自然数 を公差と

して、３辺を とする。 

k

knnkn  ,,

この３数がピタゴラス方程式を満たす

とき、 
222 )()( knnkn   

22222 22 kknnnkknn   

から、 ，  となり、

≧2 なので、 である。 

knn 42 
n 

0)4(  knn

k4n

この条件を満たすものは で

あり、これらはすべて(3, 4, 5) と相似なも

のである。(Q.E.D.) 

)5,4,3( kkk

 

次に２辺の長さが連続する自然数で表

せるようなピタゴラス三角形を考える。こ

のとき、 zx, は奇数としたので、 1 xz

1とはならない。したがって、 z y

1

とな

るものを考える。定理５によって、 l と

わかるので、 は ),,( zyx

kx  , 
2

12 


k
y , 

2

12 


k
z  …(2) 

となる。 

この公式によって、 であるすべ

てのピタゴラス三角形が求められ、最初の

いくつかを挙げると次のようになる。 

1 yz

(3, 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25), (9, 40, 

41), (11, 60, 61), (13, 84, 85), … 

 ここで、この公式以外でこのような三角

形を求める方法を２つ紹介する。 

１つ目は、次のメスネーラ(Moessnera)

の恒等式を用いる方法である。 

 

定理８(メスネーラの恒等式) 

 すべての自然数 に対して、 n

 22 12)1(50)510(  nnn  

 213)1(50  nn  

が成り立つ。 

 

これによって求められるものの例とし

て、n に 1 から 5 を代入すると、(5, 12, 13), 

(15, 112, 113), (35, 612, 613), (45, 1012, 

1013)などが挙げられる。 

 もうひとつの方法は、まず k が奇数であ

ることから、 12  nk とおき、さらに 

s を整数とし、 とおくと、(2)から sn 10

10021102
1


s

sx  

 ss

ssy 002002102102
1

2 


 

 
10020021102102

11

2




ss

ssz  

が得られる。 

例えば、 4,3,2,1s を代入すると下表２

を得る。 

 

 

 

 



表２ の場合 4,3,2,1s となり、 

x  y  z  

21 220 221 

201 20200 20201 

2001 2002000 2002001 

20001 200020000 200020001

( 123  zx , 223  zx , ) 234  zx

がピタゴラス三角形であることがわかる。 

直角をはさむ２辺が連続する自然数で表

せるピタゴラス三角形を、この式に当ては

めることでできた三角形は、これもまた直

角をはさむ２辺が連続する自然数で表せる

ピタゴラス三角形である。この操作を繰り

返すと、次々に、直角をはさむ２辺が連続

する自然数で表せるピタゴラス三角形が求

められる。(Q.E.D.) 

このように、機械的にいくらでもピタゴ

ラス三角形を求めることができる。 

 

 次に、直角をはさむ２辺の長さが連続す

る自然数で表せるピタゴラス三角形を考え

よう。まず、次の事実はすぐに証明される。  

このようにして求められるもので、最初

の４つを挙げると次のようになる。(3, 4, 5), 

(20, 21, 29), (119, 120, 169), (696, 697, 

985)である。 

 

補題Ⅲ 

直角をはさむ２辺の長さが連続する自然

数で表せるピタゴラス三角形は無数に存在

する。  次に、上の方法によって直角をはさむ２

辺が連続する自然数で表せるピタゴラス三

角形がすべて求められることを証明しよう。 
 

［証明］ 
 ある２つの自然数 zx,

, xx 
によって表される

ピタゴラス三角形 ( があるとき、 ),1 z 定理９ 

直角をはさむ２辺が連続する自然数で表

せるようなピタゴラス三角形は、必ず三角

形の無限列 …の

中に現れる。ただし、 はピタ

ゴラス三角形 

)5,4,3(),5,4,3(),5,4,3( fff

),1,( zxxf 

( , , 123  zx 223  zx 234  zx )も

ピタゴラス三角形になる。 

 実際に、 

5121882418

)223()123(
22

22





zxzxzx

zxzx
 

( 123  zx , 223  zx , ) 234  zx…(3) 
を表すと定める。 である。ここで、 はピタゴラス

三角形なので、x 、つま

り である。したがって(3)

から、 

),1,( zxx 
22 2xx 

2z

21 z
2 122 xx 

 

この定理９を証明するために、次の補題を

証明する。 

 5121882418 22  zxzxzx  
補題Ⅳ xzxxx 2416)122( 22   

3x のとき、 ),1,( zxx  がピタゴラス

三角形ならば、 ),1,( zxxf ),1,( qpp   
412168 2  zxz  

4121692416 22  zxzxzx  
を満たす ),1,( qpp  もピタゴラス三角形2)234(  zx  



であり、 zq 
),1 q

2

である。さらに、 918189 22  xxz  

,( pp   22 )24(41616  xxx  

 )243,223,13(  xzzx zx

),1 q

2

つまり、 243  xz

qx

となる。したがって、

z  2430  である。一方、 である。 

zzzxzq  23243   

ゆえ、 zq 0 となり、これで不等式は

証明された。 

［証明］ 

まず、 

,( pp   最後に、 ),1,( qpp  がピタゴラス三角

形になることを証明する。  )243,223,13(  xzzx zx

となることを示す。つまり、 ),1,( qpp  が 2222 )223()123()1(  zxzxpp

5121824818 22  zxxzzx    …① ),1,(),1 zxxqf ,( pp 

1
zx



を満たすことを確かめればよい。 22 )243(  xzq  

23  qp  4121624916 22  zxxzzx  

, xxz  1)243(2)13(3  2

2
zx

であるが、  であるので、 122 22  xxz
34  qp  5121824916 22  zxxzzx  

 zxz  2)243(3)13(4  2

0p

5121824818 22  zxxzzx  

となることから、 は①を満たす。 ),1,( qpp  となる。したがって、 が

成り立ち、補題は証明された。(Q.E.D.) 

222 )1(  ppq

 次に、 , zq 0 となることを示

す。 ゆえ、  3

32 x

8 2  x

29x 

9 2  x

29  x

2

x

ここで、ピタゴラス三角形 に

対して、 

),1,( zxx 122  xxxx  

である。ところが、 がピタゴラ

ス三角形なので、x である

から、 

),1,( zxx 
22 )1(x  2z ),1,(),1,( zxxqppf   

を満たすピタゴラス三角形

を対応させる操作を

),1,( qpp 
g として表すことにす

ると、 g は の逆操作になる。つまり、 f
)32(44 2  xz

248 xx 

 

 ),1,(),1,( qppzxxg   

)243,223,123(  xzzxzx  
)32(48  xx  

となる。 
2)13(16  xx   

［定理９の証明］ であるから、 …②，つまり、 13  xz

0123  zx  p

)1 z

補題Ⅳによって、小さい２辺が連続する

自然数になっているピタゴラス三角形

),1,( zxx   ( )から、また新たに、条

件を満たすピタゴラス三角形

ができる。 

3x

),1,( qpp 

となる。ここで、 に注意すると、不

等式②を弱めて、 とすること

ができる。ゆえに、  となり、さ

らに、 

0x

42 z

z

2x

12 x

22 (xx   かつ  であるから、 0x  そこでさらに ならば、再び補題Ⅳ3x



定理 10 によって新たなピタゴラス三角形ができ

る。しかし、また同様に操作を続けたから

といって、無限に新たな三角形ができるこ

とはない。この操作をするごとに斜辺の長

さは短くなっていくからである。だから必

ず、ある整数 に対して、ピタゴラス三角

形  (ただ

し、 )に行きつくだろう。すると、 

n

,1 z

2
n 

x 


,1

), z

2

),1,()( zxxgxx n
nnn 

3nx

22)1( nn zxx 

5nz

n

),1,( zxg n

3x

),( zxx 
1,( xxfg 

3,223,13(

任意のピタゴラス三角形について、直角

をはさむ２辺のうち少なくとも一つは 3で

割り切れなければならない。 

 

［証明］ 

 この定理を証明するために、あるピタゴ

ラス三角形 が存在して、直角をは

さむ２辺

),,( zyx

yx, はどちらも 3で割り切れない

と仮定する。このとき、 
 

13  kx ,  13  ly

( は整数)とおく。 lk,から、 でなければならない。したが

って、ある整数 に対して、 すると、ピタゴラスの定理において、 

＝(3, 4, 5) …① 2)2233(3 2222  lklkyx …① 

が成り立たなければならない。 となる。ところが、この式①の右辺は平方

数にはなりえない。まず、この数は 3 では

割り切れないので、3 の倍数の平方でない

ことは明らかである。また、3 で割り切れ

ない数 13 t  ( は整数)の平方は t

 ここで、 である任意のピタゴラス

三角形 に対して、 

  

  )24  zzxxf

),( zxx 

),1,(),1( zxxzffgg 
3,2,1k

),1,(),1,( zxxzxgf kk 

,3(),1,( nfzxx 

z

,1

, xx

x 

x

 …② 1)23(3)13( 22  ttt  

が成り立つ。よって、 であり、3 で割ると 1 余る。しかし、

は 3 で割ると 2 余る。したがって、3 で割

り切れない数の平方にもなり得ない。 

22 yx 
 

であり、一般に に対して 

 …③  こうして、直角をはさむ２辺のいずれも

が、3 で割り切れないという仮定は矛盾を

引き起こす。 

が導かれる。したがって、①より、ある整

数 に対して、 と

なり、定理９は証明された。（Q.E.D.） 

n )5,4

 ゆえに、 yx, のうち一方は 3 で割り切れ

ないといけない。(Q.E.D.)  

 ３－４．辺が３または５で割り切れるピタ

ゴラス三角形  実例を見ると、(5, 12, 13)のように 3 で

割り切れる数と、4 で割り切れる数が一致

することもあり、また、(3, 4, 5)のように 3

で割り切れる数と、4 で割り切れる数が一

致しないこともある。 

 ３－１節で述べたように、すべてのピタ

ゴラス三角形では直角をはさむ２辺のう

ち少なくとも一つは 4で割りきれなくては

ならない。 

 さらに、次の事実が成り立つ。  すべてのピタゴラス三角形について、直

角をはさむ２辺の少なくとも一方が でn 



割り切れるとき、このような自然数 n は、

1, 2, 3, 4 に限られることがすぐわかる。な

ぜなら、ピタゴラス三角形(3, 4, 5)をとる

と小さい２辺のどちらをとっても 4より大

きい自然数では割り切れないからである。 

 

 ピタゴラス三角形の３辺については、次

の事実がある。 

 

定理 11 

任意のピタゴラス三角形について、３辺

のうち少なくとも一つは 5で割り切れなけ

ればならない。 

 

［証明］ 

 この定理を証明するために、数 は 5 で

割り切れないと仮定する。すると、整数

を用いて、 は  あるいは

 の形をしている。 

n

k

n 15  kn

25  kn

15  kn の場合には 

1)25(5 22  kkn ， 

25  kn の場合には 

4)45(5 22  kkn  

が成り立つ。 

以上から、5 で割り切れない数の平方は、

5で割ると1または4あまることが分かる。 

 もし、ピタゴラス三角形 の),,( zyx yx,

がどちらも 5 で割り切れないとすると、上

の式から はいずれも 1または 4余る

ため、その結果 を 5 で割った余り

は 2，3，0 のどれかになる。ここで、上で

示したように、

22 , yx
22 yx 

2z は 5 で割って 2 または 3

で余ることはない。したがって、
2z は 5

で割ると 0あまるという最後の条件のみに

当てはまることが分かる。つまり、
2z が 5

で割り切れるので、z も 5 で割り切れると

いうことが分かった。(Q.E.D.) 

 

 よって、直角をはさむ２辺がいずれも 5

で割り切れない場合は、斜辺が 5 で割り切

れないといけない。 

 また、既約なピタゴラス三角形では明ら

かに 5で割り切れる辺はただ１つしかない。

次の三角形 

(3, 4, 5), (5, 12, 13), (21, 20, 29) 

を見てわかるように、5 で割ることのでき

る辺は、直角をはさむ 2 辺のうち偶数のも

のであったり、奇数のものであったり、ま

たは斜辺であったりする。 

 以上からわかるように、すべてのピタゴ

ラス三角形において、３辺のうち１つが

で割り切れるとき、このような自然数n は 

n

1, 2, 3, 4, 5 のいずれかに限られる。 

 

３－５．ピタゴラス三角形の辺の値 

 ここで、どのような自然数 を与えたら、

直角をはさむ２辺のうち、一方が に等し

いピタゴラス三角形を作ることができる

のだろうか。 

n

n

 これに対して次の定理を証明しよう。 

 

定理 12 

直角をはさむ２辺のうち小さい方が

に等しいピタゴラス三角形が存在するた

めの必要十分条件は、n が 2 より大きい整

数となることである。 

n

 

［証明］ 

 この定理を証明するために、まず次のこ

とに注意しよう。つまり、ピタゴラス三角

形 において ),,( cba

))((222 bcbcbca   



ができる。(Q.E.D.) が成り立ち、また なので、b ≧1, ≧

2 である。したがって、 ≧1, 

bc  c

bbc  c  ≧3

であるため、 ≧3 となり、 とはな

らない。 

2a 1a

  

この２つの式①，②を利用し、直角をは

さむ辺が 3, 4, …, 10 のピタゴラス三角形

の例は また、 ともならない。なぜなら、

とすると、 

2a

2a (3, 4, 5), (4, 3, 5), (5, 12, 13), (6, 8, 10),  

))((4 bcbc   (7, 24, 25), (8, 6, 10), (9, 40, 41), 

が成立しなくてはならず、 ≧1, bc  bc 
≧3 であるため、 1 bc , 4c

2 c

。 

b とな

る。しかし、この式から 5 が導かれ

c が自然数でなくなってしまう。したがっ

2 ともなり得ない

、

て、 a

(10, 24, 26) 

などである。 

 しかし、 を満たすすべての整数 t に

対して、直角をはさむ辺が となる既約なピ

タゴラス三角形がいつも存在するわけでは

ない。例えば、

2t

t

6t

2

のとき、そのピタゴラ

ス三角形は既約にはならない。なぜなら、

定理３から 6mn

nm,

であるが、 と

なるため、 の一方が偶数でなければな

らないという事実に反するので、 とな

る既約なピタゴラス三角形は存在しない。 

3mn

6t

 このように、ピタゴラス三角形の小さい

２辺はどちらも 2 より大きいことがわかっ

た。 

 さて、ここで逆に、 n が 2 より大きい奇

数だとする。すると、 

2222
2

2

1

2

1







 








 


nn
n   

 次に、斜辺が自然数 n と一致するピタゴ

ラス三角形は存在するのだろうか。この問

題を解くの困難なので、ここでは証明なし

で次の定理を紹介する。 

が成り立ち、また
2

1
,

2

1 22  nn
はどちらも

自然数になるため、ピタゴラス三角形 

 








 
2

1
,

2

1
,

22 nn
n  …① 定理 13 

n を斜辺とするピタゴラス三角形が存在

するための必要十分条件は、 n が と

いう形の素因数を少なくとも 1 つ持つこと

である。 

14 kができる。 

同様に、 が 2 より大きい偶数だとする

と、 

n

     2222
2 1

4
1

4 


















nn
n   したがって、n ≦50 に対して、以下のn

を斜辺とするピタゴラス三角形が存在する。 

が成り立ち、ピタゴラス三角形  ＝5, 10, 13, 15, 17, 20, 25, 26, 29, 30, n

34, 35, 37, 41, 39, 40, 45, 50 









 1

4
,1

4
,

22 nn
n  …② つまり、これらの数は素因数 5, 13, 17, 29, 

37, 41 を持つ。 



 斜辺の長さが連続する２つの自然数 , n から cb  が の約数になるため、 ,  

であり、このような な組み合わ

せは有限個しかないからである。 

2a 2ab 
2ac  cb,1n で表される２つのピタゴラス三角形

の組合せが無数にあることは、次の恒等式

からすぐに導かれる。  

簡単に証明できるように、次のことが成

り立つ。 
22

222

)6024()2510()6526(

)5220()3915()6525(

kkk

kkk




 

 

   （ただし、 ） ,3,2,1k 定理 15 

 任意の自然数 に対して、直角をはさむ

辺を共有している少なくとも 個のピタゴ

ラス三角形が存在する。 

n

n また、次の事実も成り立つことがわかっ

ている。 

  

定理 14 ［証明］ 

 これを示すため、 1,,2,1,0  nk  とし

て、 

任意の自然数 に対して、斜辺の長さが

個の連続する自然数 

m

m

1,2,1,  mnnnn   
)12(2 22   knk

kb ,  )12(2 22   knk
kc

( は適当な自然数)で表されるm 個のピタ

ゴラス三角形が存在する。 

n

とおく。このとき、 は で割

るといつも異なった余り が生じるので、

明らかにすべて違っている。 

110 ,,,  nccc

k2

n2
 

例えば、 に対しては、 とす

ることができ、ピタゴラス三角形 

3m 39n

(15, 36, 39), (24, 32, 40), (9, 40, 41) 
 さらに、  が成り立つ

ので、ここで とおくとピタゴラス

方程式が成り立ち、 個のピタゴラス三角

形( ) （

2122 )2(  n
kk bc

12  na

n

,,2,1,0kk cba ,, 1 nk 

a

）を得る

が、これらはみな共通辺 を持ち、斜辺は

すべて異なっているので、これらの中に同

じピタゴラス三角形は存在しない。 

が求められる。 

また、 に対しては、 とするこ

とができ、ピタゴラス三角形 

4m 50n

(30, 40, 50), (24, 45, 51), (20, 48, 52), 

(28, 45, 53） 

が求められる。 

 

(Q.E.D.) ３－６．共通する辺をもつピタゴラス三角

形   

たとえば、 2n のときには、共通辺 8

をもった 2 つのピタゴラス三角形 

 ある自然数 a を、直角をはさむ１辺とす

るピタゴラス三角形は有限個しか存在しな

い。なぜなら、ピタゴラス三角形 に

おいて、 

),,( cba (8, 15, 17), (8, 6, 10) 

が求められ、 2n の時には、共通辺 16 を

もった３つのピタゴラス三角形 ))((2 bcbca   



(16, 63, 65), (16, 30, 34), (16, 12, 20) 

が求められる。 

 

 また、少し複雑なので証明などは加えな

いが、次が成り立つことも知られている。 

 

定理 16 

任意の自然数 に対して、直角をはさむ

辺を共有する、少なくとも n 個の既約なピ

タゴラス三角形が存在する。 

n

 

例えば、 のときには、三角形 2n

(5, 12, 13), (35, 12, 37) 

が求められ、 のときには、三角形 4n

(105, 88, 137), (105, 208, 233), 

(105,608, 617), (105, 5512, 5513) 

が求められる。 

 

 共通な斜辺 cを持つピタゴラス三角形は

有限個しかない。これは簡単に示すことが

できる。なぜなら、直角三角形  ),,( cba

において、 , ca  cb  なので、与えられ

た に対する の組み合わせが有限だか

らである。それと同時に次のことも成り立

つ。 

c ba,

 

定理 17 

任意の自然数 に対して、共通の斜辺を

持つ少なくとも 個の異なったピタゴラス

三角形が存在する。 

n

n

 

［証明］ 

まず、自然数 に対して、 n

 1)2()15)(14)(13( 2222  nc 

2,,4,3  nk とおく。このとき、 とする

と、
12 k

c
はいつも自然数となる。 

したがって、同様に 2,,4,3  nk  とし

たとき、 

cak 1k

1-k
2

2


 , 

1

2
2 


k

kc
bk  

はどちらも自然数になる。 

 よって、恒等式 

2

2

2

2

2
2

1k

2kc
c

1k

1-k
 




















c  

から が成り立ち、

がピタゴラス三角形であることがわかる。 

222
kk bac  ),,( cba kk

 ここで、 2,,4,3  nk  に対して は ka

cak 1k

1-k
2

2




1k

2c
2 

 c  

と変形することができ、 が増えれば も

増えていることがわかる。したがってピタ

ゴラス三角形（ ）が共通の斜辺を

もつ 個の異なった三角形が得られること

がわかった。(Q.E.D.) 

k

c

ka

ba kk ,,

n

 

３－７．等しい周を持つピタゴラス三角形 

 

 まず次の定理を紹介する。 

 

定理 18 

任意に自然数 に対して、共通の周を持

つ 個のピタゴラス三角形が存在する。 

n

n

 

［証明］ 

 この定理は容易に示される。 

 まず、 個の異なった既約なピタゴラス

三角形  (

n

,ka ),( kk cb nk ,,3,2,1  )をと



り、 

kkkk scba   ( ) nk ,,3,2,1 

とおく。さらに、 ｎ１ ssss  2 , 

k

k
k s

sa
a  , 

k

k
k s

sb
b  , 

k

k
k s

sc
c   

   ( ) nk ,,3,2,1 

とおく。このとき、任意の k に対して、 

scba kkk  となり、このうち、どのピ

タゴラス三角形をとっても相似になる組み

合わせはない。 

よって、元の三角形 ) によって、

共通の斜辺を持つ n 個のピタゴラス三角形

ができた。(Q.E.D.) 

,,( kkk cba

 

例を挙げると、 3n として、元のピタゴ

ラス三角形を 

(3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17) 

とすると 

1440403012

4017158

3013125

12543

3

2

1







s

s

s

s

 

したがって、 

360
12

14403
1 


a  

480
12

14404
1 


b  

600
12

14405
1 


c  

となる。つまり、三角形 は ),,( 111 cba 

(360, 480, 600)である。同様に 

),,( 222 cba  ＝(240, 576, 624) 

),,( 333 cba  ＝(288, 540, 612) 

となり、これらの周は 1440 と等しくなる。 

 上の証明では の値を の積

としたが、これは の公倍数をと

っても良い。そのようにすると、先程使っ

た既約なピタゴラス三角形(3, 4, 5), (5, 12, 

13), (8, 15, 17)を用いて周の長さが 120 に

等しい３つのピタゴラス三角形ができる。

これは先ほどの三角形よりも簡単なものに

なっている。 

s

s
ｎ１ sss ,,, 2 

ｎs,１ s ,, 2

  ちなみに周の長さが平方数である既約

なピタゴラス三角形も存在する。その中で

も最も小さい三角形が(16, 63, 65)である。

この三角形では周の長さが144のため、

に等しくなっている。 

212

 

３－８．等しい面積を持つピタゴラス三角

形 

 前節は三角形の周に注目したが、次は面

積について注目しよう。 

 既約なピタゴラス三角形の面積に注意し

てみると、(21, 20, 29)と(35, 12, 37)の面積

が 210 と等しく、この１組のみである。実

際これと同じ面積を持ち、しかも斜辺の異

なる既約なピタゴラス三角形で、これより

小さなものは存在しない。そこで、斜辺が

37 以下の既約でないピタゴラス三角形を

挙げてみると、つぎの様になる。 

 

表３ 斜辺が 37 以下の既約でない 

ピタゴラス三角形 

x y z 面積 

6 8 10 24 

9 12 15 54 

12 16 20 96 

15 20 25 150 

18 24 30 216 

21 28 35 296 

10 24 26 120 

30 16 34 240 



 ここで、面積の等しいピタゴラス三角形

の他の例をいくつか挙げよう。 

 この表３を見てもわかるように、斜辺が

37 以下の直角三角形の中で、同じ面積をも

つものの組み合わせは(21, 20, 29)と(35, 12, 

37)以外に無い。つまり、異なった斜辺で、

同じ面積を持つ既約なピタゴラス三角形の

組で最小なものは(21, 20, 29), (35, 12, 37)

の組である。 

ピタゴラス三角形(15, 112, 113)の面積は

840 に等しい。またこれは、三角形(21, 20, 

29), (35, 12, 37)の面積である 210 の 4 倍に

等しいため、三角形(21, 20, 29), (35, 12, 37)

の各辺を 2 倍した三角形(42, 40, 58), (70, 

24, 74)の面積に等しいことがわかる。つま

り、３つの三角形 

 

定理 19 

(15, 112, 113), (42, 40, 58), (70, 24, 74)  斜辺が同じで、面積も等しいピタゴラス

三角形は一致する。 の面積が等しいということである。 

  しかし、これらがみな既約なピタゴラス

三角形というわけではない。３つの既約な

ピタゴラス三角形に共通な最小の面積は 

［証明］ 

 まず、このようなピタゴラス三角形を

, とし、 ≧  , ),,( 111 cba ),,( 222 cba 1a 2a 13123110 であり、その三角形は 

1b ≧ とする。 2b (4485, 5852, 7373), (19019, 1380, 19069), 

(3509, 8580, 9109) すると、面積が等しいことと、斜辺が等

しいことから、 2111 baba  , となる。

加えて、ピタゴラス方程式が成り立つので、 
21 cc  である。 

 

 次に、周のときと同様に、条件を満たす

任意個のピタゴラス三角形が存在するかど

うかである。この問題は次のフェルマーの

定理によって証明される。 

2222 baba  2211

22221111

22221111

 

である。これらの式から 

2222 22 bbaabbaa   
 

定理 20 より、  …① 2
22

2
11 )()( baba 

任意の自然数 に対して、異なった斜辺

で等しい面積を持つピタゴラス三角形が

個存在する。 

n

n
2222 22 bbaabbaa   

より、  …②となる。 2
22

2
11 )()( baba 

したがって、①，②から、連立方程式  

 定理 20 は次の補題Ⅴを用いて、帰納法で

証明される。 







2211

2211

baba

baba
 

 

を解くと、 ,  が導かれ、斜

辺が同じで、面積も等しい三角形は一致す

ることが証明された。(Q.E.D.) 

21 aa  21 bb  補題Ⅴ 

異なった斜辺で等しい面積を持つ 個 

( ≧1)のピタゴラス三角形が存在し、その

うち１つが奇数の斜辺を持つと仮定すれば、

n

n

 



やはり異なった斜辺で等しい面積を持つ

個のピタゴラス三角形が存在し、そ

のうち 1 つは奇数の斜辺を持つ。 

)1( n

n

,,( kk ba

kk ba 

k  ,1

 

［証明］ 

≧1 をある自然数とし、異なった斜辺

で同じ面積を持つ n 個のピタゴラス三角形

 を考える。また、

であり、 は奇数であるとす

る。 

)kc

c

)3,( nk 

2c

2,1

k

  に対して、 n3,2

kk

kk

kk

ccabc

bcabb

acaba

1
2

1
2

1

1
2

1
2

1

1
2

1
2

1

)(2

)(2

)(2







  …① 

とおき、さらに、 

4
1

2
1

2
11

2
1111

22
1

2
11

4

4

)(

cbac

cbab

aba

n

n

n













   …② 

とおく。 

すると、三角形 ),,( kkk cba  はピタゴラス

三角形になる。なぜなら、これらの三角形

の辺は自然数で表され、しかもピタゴラス

三角形 に相似だからである。 ),, kkk cba(

2,1(k 

また三角形 もピタゴラス三

角形である。これは、②と等式 

),,( 111   nnn cba

222 cba  111  

から導かれる。 

 さて、これらの三角形  

が必要な条件を満たしてい

ること示そう。 

),,( kkk cba 

)3, n

 三角形  に共

通な面積を とすると、 に対

して、 

),,( kkk cba


)3,2,1( nk 
nk  3,2,1

 2kkba  

が成り立つ。一方、三角形 の面

積は、①から 

),,( kkk cba 

kkkk bacabba 2
1

22
1

2
1 )(2

2

1
  

      2222 )(4 cab 111

となる。また、 ),,( 111   nnn cba の面積は②

から、 

2
111

22
1

2
111 )(2

2

1
cbaabba nn    

       2222 )(4 cab 111

と、互いに面積は等しくなる。したがって、

三角形はすべて同じ面積を持ち、さらに

nk  3,2,1

),,( kkk cba

に対して、三角形

の斜辺はすべて異なっているから、三角形

),,( kkk cba

 の斜辺もみな異なっている。そ

れらの斜辺はどれも①からわかるように偶

数である。 

 一方、 1nc は②によって、奇数で表され

ている。だから、 nk  3,2,1 に対して斜

辺 kcはみな異なっている。 

 これで補題は証明された。(Q.E.D.) 

 

［定理 20 の証明］ 

 この補題Ⅴに対して、最も簡単な n の値、

1n を考えよう。補題Ⅴが適応できる最も

小さいピタゴラス三角形は、辺の長さが 

31 a , 41 b ,  51 c

のピタゴラス三角形である。このピタゴラ

ス三角形から始めて、同じ面積を持つ２つ

のピタゴラス三角形 ),,( 111 cba  , ),,( 222 cba 

が求められる。 

70572)(2 22  cab 111  



より、①から であり、これらの三角形もまた、面積が 

2103701 a  73513440 に等しく、各辺は５桁程度になっ

ている。 2804701 b  

3505701 c   面積がに等しいピタゴラス三角形は明

らかに有限個である。なぜなら、このよう

な三角形の直角をはさむ辺は の約数だ

からである。しかし、例えば面積が 6 に等

しく、有理数辺をもつ異なった直角三角形

は無数に存在する。この事実を示そう。 

2

となり、②から 

49)34( 222
2 a

5434 2
2 b

5434 222
2 c

 

 

 

1200

1201

となる。 

 これら２つのピタゴラス三角形は、異な

った斜辺をもち、そのうち一方の辺が奇数

となっている、面積が 29400 に等しいピタ

ゴラス三角形である。 

 まず、補題Ⅴから、異なった斜辺を持ち、

面積が同じであるピタゴラス三角形が n

個( ≧1)存在するとして、そのうち１つの

三角形の斜辺が奇数であると考える。この

とき、異なった斜辺をもち、面積が同じ  

( は整数) であるピタゴラス三角形は

n

1

2d
d

( )n 個存在し、そのうち 1 つの三角形の

斜辺が奇数である。 

 また、こうして求められた２つの三角形

に同じ操作を行えば、新たに３つの同じ面

積を持つピタゴラス三角形ができる。この

ようにしてできたピタゴラス三角形の各辺

は 10 桁以上になる。  ピタゴラス三角形(3, 4, 5)を考えよう。こ

の三角形に補題を )1( n

6

回適用すると、異

なる斜辺を持ち、面積が  ( m は①，②

から求められる）と等しい 個のピタゴラ

ス三角形が求められる。このときできたピ

タゴラス三角形の各辺を で割ると、その

三角形の面積は 6 になり、また各辺は有理

数になる。つまり、各辺が有理数で面積が

6 の異なったピタゴラス三角形が求められ

たということである。 

2m

n

m

 以前にも別の方法で３つの同じ面積を持

つピタゴラス三角形を求めた。このときの

三角形は、上とは違い各辺が３桁程度だっ

た。同様にしてもとめられた、同じ面積を

持つ簡単なピタゴラス三角形の例で、４つ

の組み合わせと、５つのものを挙げよう。 

 ４つのピタゴラス三角形の組み合わせは、 

(518, 1320, 1418), (280, 2442, 2458) 

(231, 2961, 2969), (111, 6160, 6161) 

であり、これらの三角形の面積は 341880

に等しく、三角形の各辺は４桁程度で表さ

れている。 

 また、 は任意の自然数であるから、上

の方法でできた三角形は無数にあるとわか

る。よって定理は証明された。(Q.E.D.) 

n

 ５つのピタゴラス三角形の組み合わせは  

(2805, 52416, 52491), ３－９．平方数を辺とするピタゴラス三角

形 (3168, 46410, 46518), 

(5236, 28080, 28564),  この節ではまず、斜辺を平方数とするピ

タゴラス三角形について、次を示そう。 (6006, 24480, 25206), 

 (8580, 17136, 19164) 



定理 21 

斜辺を平方数とするピタゴラス三角形は

無数にある。 

 

［証明］ 

 まず、 mpn 
)p

であるピタゴラス三角

形 を適当にとる。すると、２数

は一方が奇数、他方が偶数であり、こ

の２数は互いに素である。ここで、定理３

から新たなピタゴラス三角形 を作

ることができる。この

,,( nm

n,m

),,( zyx

zyx ,, は公式 
22 nmx  , mny 2 ,  22 nmz 

によって求められる。このとき斜辺 z は 
222 pnmz   

となり、自然数の平方数になっている。同

様に、 yx, は 

mny

nmx

2

22




 

となる。これを繰り返して、斜辺を平方数

とするピタゴラス三角形を無数に作ること

ができる。(Q.E.D.) 

 

例えば、既約なピタゴラス三角形(3, 4, 5)

からは、既約な三角形(7, 24, 25)が求められ

る。このとき斜辺は になっている。また、

既約なピタゴラス三角形(5, 12, 13)からは、

既約な三角形(119, 120, 169)が求められ、斜

辺は になっている。ちなみに、斜辺が

立方数になる三角形も存在し、その例には

（117,44,125）があり、斜辺は である。 

25

213

35
 

 次に、直角をはさむ辺に注目しよう。 

 

定理 22 

直角をはさむ一方の辺が平方数であるよ

うな既約なピタゴラス三角形は無数に存在

する。 

 

［証明］ 

 まず、既約なピタゴラス三角形

で が偶数、 が奇数であり、 が互

いに素なものを考える。 

),,( mnq

nm,n mq,

斜辺のときと同様に、定理３を使って、

直角をはさむ辺のうち奇数の方である x は 
222 pnmx   

となり、自然数の平方数になっている。同

じく zy, は 

22

2

nmz

mny




 

となる。したがって、この方法で新たな既

約なピタゴラス三角形で、かつ直角をはさ

む辺の奇数の方(＝ x )が平方数であるもの

が求められる。(Q.E.D.) 

 

 この方法を使うと、既約なピタゴラス三

角形(3, 4, 5)からは、既約な三角形(9, 40, 

41)が求められ、 x の値は になっている。

また、既約な三角形(5, 12, 13)からは、既約

な三角形(25, 312, 313)が求められる。この

三角形の

23

x の値も であり、自然数の平方

数になっている。 

25

 上の x は、直角をはさむ辺のうち奇数の

ものだったが、次にこれが偶数であるもの

を考えよう。 

 

定理 23 

直角をはさむ偶数辺が平方数であるよう

な既約なピタゴララス三角形は無数に存在

する。 

 

［証明］ 

 この証明には、次の恒等式 



24424 )4()2()4(  kkk  

を用いる。ただしこのとき、 と

は互いに素でないといけないので、 k は奇

数でないといけない。したがって、無数に

存在する。(Q.E.D.) 

44 k 24k

 

例えば、 

1k のときは、  )5,2,3( 2

3k のときは、  )85,6,77( 2

5k のときは、  )629,10,621( 2

が求められる。 

 

 さて、２辺が平方数で表せるピタゴラス

三角形は存在するのだろうか。この問題に

ついては、次のフェルマーによる定理によ

って解決される。 

 

定理 24 

少なくとも２つの辺が平方数であるよう

なピタゴラス三角形は存在しない。 

 

［証明］ 

直角をはさむ２辺が平方数であるような

ピタゴラス三角形が存在すると仮定する。

このようなピタゴラス三角形の中には、斜

辺が最も小さいものがあり、その三角形を

とする。そこで、 ,   

( は自然数)とおく。まず が互いに素

であることを示す。 

),,( zyx

ba,

2ax 
ba,

2by 

 数 が整数 で割り切れるとする

と、 , より、 は整数に

なる。すると、 

ba,

a 

1d

1dbb 1da 11 ,ba

)( 4442 badz  11  

が成り立つ。 

この等式から
2z が で割り切れること

がわかり、したがって、

4d

z が で割り切れ

て、  ( は整数)となることがわか

る。ここで、等式 の両辺

を で割ると、 

2d

4
1 

d 2

1
2 zdz 

4

1
2

1 ba 

),, 1
2

1
2 zb

1z

z

2 

)4
1

2 bad

2
1z z 1

z

(4

z1

z

d

1a

,  z

の形になる。つまり、ピタゴラス三角形

は斜辺( 1 をもち、直角を

はさむ２辺は平方数である。 

しかしこのとき、最初の仮定である最も

小さい斜辺 z をもつピタゴラス三角形

であるということに反するので、

矛盾している。 

), zy

,(x

2b

zb ,2

2 ma 
b 22 

2 mz 

nm 

22 mn 

,x

,2

2

(

 したがって、数 は互いに素であり、

ピタゴラス三角形 

ba,

() a

2,b

2n

2n

2a
,mn

n

),2 z

n

,(a

a

,2 b, zy

2a

2 
mn
2 

nm,

m

 

は既約でなければならない。 

 そこで、このピタゴラス三角形に定理３

を適用し、２数 のうち一方が偶数 

(ここでは を偶数とする) であり、３数

は a

 

    …① 

     

 

と表せることがわかる。 

このとき、 は互いに素であり、その

うち一方が偶数で、他方が奇数である。さ

らに、 である。 

ここでもし、 が偶数で が奇数である

とすると、①のはじめの等式を変形させた 

から が奇数であるとわか

る。ところが、この等式から はピ

タゴラス三角形になるから、 と がどち

a
)



らも奇数であるということはありえない。   

なぜなら、以前示したようにピタゴラス

三角形において、直角をはさむ辺のうち一

方は偶数でないといけないからである。 

 したがって、 が奇数で、 が偶数でな

いといけない。そこで、 を整数として、

とおける。また、m と が互いに素

なので、m と も互いに素である。①の第

２式によって 

m n

n

k

kn 2
k

mkkmb 22 222   

となる。b は偶数としたから、l を自然数と

して、  とおく。すると、上の式から

となる。 

lb 2

mk



l 2

ここで、 が互いに素であることを考

えると、m も も平方数でなければいけな

いことが分かる。だから整数

km,

k

sr, を用いて 
2rm  ,  2sk 

と表すことにする。 

さらに、今までの式から 

mklb 44 22  ,  mnb 22 
である。したがって 

mnmk 24  ,  222 skn 
となる。 

 また、mと が互いに素なので、①から

と は互いに素である。だからピタゴラス

三角形 は既約である。 

n

),n

a

n

,( ma

 ここで、定理３から が偶数であること

を考えると、一方が偶数で互いに素な２数

と が存在し、 

n

１m 1n

112 nmn  ,  2
1

2
1 nmm 

という式が作れる。ところで、 であ

ったから、 

22sn 

11
2 nms   

とおくことができる。したがって、２数

はそれぞれ平方数であり、自然数

と を用いて、 

11,nm 1a

1b

2
11 am  ,  2

11 bn 

と表すことができる。 

そこで、等式 に

の値を代入すると、 

22 nmm  11 11

11

,, nmm

244 rba   

となる。上式の r は 

znmmrr  222  

を満たす。つまり、ピタゴラス三角形 

),( 2
1 rb,2

1a は、直角をはさむ２辺が平方数

で、斜辺 r は z よりも小さい。したがって、

この三角形は最初の三角形 も小さ

く、仮定に反している。 

),,( zyx

 だから、直角をはさむ辺が平方数となる

ピタゴラス三角形があると仮定すると矛盾

が生じる。したがってこのような三角形は

存在しない。 

 次に、斜辺と他のもう一辺が平方数とな

る三角形を考えよう。 

 まず、三角形 が、上のような三

角形の中で最も小さな斜辺を持つものであ

るとする。したがって、自然数 と を用

いて , と表す。 

),,( zyx

2c

a c

2ax  z

 最初に三角形 が既約であること

を示そう。それには

),,( zyx

xと が既約であるこ

とを証明するだけで十分である。そこで、

z

x

と に公約数 があると仮定する。すると

が公約数 を持つことになり、自然数

を用いて、 

z
c,

11 ,b

d

da

a

1daa  ,  1dcc 
と表せる。したがって、３数 zyx ,, は 



2
1

22

4
1

4
1

4222

2
1

22

)(

cdcz

acdzxy

adax







 

である。これから、 は で割り切れ、 2y 4d

したがって、y は で割り切れる。よって2d

y は、自然数 を用いて、 1y

1
2 ydy   

と表すことができる。 

 ここで、三角形 の等式 ),,( zyx
222 zyx   

にこれまでの式を代入し、 でわると 4d

4
1

4
1

4
1

4
1

44
1

44
1

4

cya

cdydad




 

が得られる。 

 さらに、 で のため、 2
1

2cdz  1d

zc 2
1 である。つまり、ピタゴラス三角形

 2
2c1

2
1 ,, ya は斜辺と、もうひとつの辺も平

方数であり、その斜辺の長さは z よりも小

さい。これは最初の仮定である、ピタゴラ

ス三角形 が最も小さい斜辺をもち、

斜辺ともうひとつも辺が平方数であるとい

うことに反している。 

),, zy(x

 次に、 y は偶数ではないことを示そう。

なぜなら、 が偶数であるとすると、定理

３によって、互いに素な２数  ( )

が存在して、 

y

nm, nm 

222 nmxa   

mny 2  
222 nmzc   

と表すことができる。これから、 

22 mc  , 442)( nmac   

であり、 となる。

さむ 1 辺が平

方

れは最

これにより で な

らない。また、 

となり、 は偶数、 は奇数

は奇数で、 

の奇数

に素 る

と

数でなければならない。だ

つまり、 は２つの素な因数に分解され

となるが、ここで

 

したがって、ピタゴラス三角形 

),,( 22 macn では、直角をは

数で、斜辺は z2 である。しかし、こ

初の仮定に反する。 

m

、y は奇数 なければ らず、

2ax  が偶数 なければなで
44 cya  a y

であるから、 c
442 acy  ＝ )2  

が成り立つ。 

)(( 222 acac 

次に、２つ
22 ac  は互い

であ ことを示す。 

ここで、 22 ac  と
22 ac  の公約数は

2c 2
の約数であるが、それは奇数で

なければな は互いに素な２

数
2 ,a

22 ,ca

2

か

2a

2c

らないから、

の公約
2

実

ら、２数
222 , acac  は互いに素であ

る。 
2y

るから 
222222 , sacrac   

でなければならない。これから、 

s

2222 src   
r, は互いに奇数

から数

である

424 )( macn 

2

rs 
と

2

rs 
は整数になる。 

だから、それら自身も互いに素である。 

だから、定理３によって互いに素な２数

が存在して、一方は偶数であり、 

この２数は、それらの和と差が互いに素

nm,

22

2
m

rs
 mn

rs
2

2



, n , 

あるいは、 

22 nmc   

22

2
m

rs
 mn

rs
2

2



 


, n



22 nmc   

が成り立つ。 

…② 

が得られる。 は偶数だから、 とお

けて、 

ここから、どちらの場合も 

2 2a )(8 2222 nmmnrs   
a 12aa 

))(()( 222 nmnmmnnmmna 

n, は そ

nmnm

1

が成り立つ。数m 互いに素で のうち

一方は偶数である。２数  , も互

いに素で、m と nm  , m と nm  もそれ

ぞれ互いに素である。 

ゆえに、②の右辺にある４つの因数どの

２つを組み合わせても、互いに素である。

したがって、等式②の右辺の各因数はそれ

ぞれ平方数でなければならない。つまり、 

から、 

で

あ

一方

の

。よっ

、このような三角形は存在しない。これ

ことが分

、これを代数学的に言い直すと、

次 な命題になる

,km   ,ln   ,pnm   

qnm   

となる。ここ
2224444 ))(( pqnmnmlk   

、さらに 

zcmk  224  

ゆえに、 zk 2 でも る。つまり、ピタ

ゴラス三角形 ),,( 22 kpql  は、斜辺と

cnm  22

辺が平方数で、斜辺 2k は z よりも大きい。

しかし、これは前の仮定に反する。 

したがって、ピタゴラス三角形の斜辺と

一方の辺が平方数であるようなものが存在

するという仮定により矛盾が生じる

て

で定理 24 は証明された。(Q.E.D.) 

 

 この定理から３辺が平方数であるピタゴ

ラス三角形はもちろん存在しない

かる。また

の定理のよう 。 

定理 25 

不定方程式 は自然数解を

も

この定理は、有名な「フェルマーの大定

。 

 

定理 26

444 zyx   
たない。 

 

理」(定理 26)の特別な場合である

 (フェ

任意の整数 に対して、不定方程式

よ

な深遠な理論にまで達することは、数学

深さを実感できる。 

すべて理解

であったので、今後、さら

ルマーの大定理） 

2n
nnn zy   は自然数の解をもたない。 

 

「フェルマーの大定理」は、数学者フェ

ルマー(Pierre de Fermat)がディオファン

トスの著書『数論』の余白に命題のみを記

述し、証明を付していなかったエピソード

で有名であり、その後、「フェルマー予想」

として、数論の未解決問題となった。多く

の数学者が証明に挑戦し、失敗を重ねてき

た。しかし、少しずつ進歩を重ねていき、

ついに、1995 年アメリカの数学者アンドリ

ュー・ワイルズ(Andrew John Wiles)によっ

て、完全な証明が与えられた。その過程に

は、志村五郎、谷山豊という２人の日本人

数学者による「志村－谷山予想」が大きな

役割を果たしたことも有名である。この

x

う

の世界の広がりと

 

４．今後の課題 

 本年度は、参考文献[1]を輪読し、ピタゴ

ラスの定理をきっかけとして、ピタゴラス

三角形の分類を、ピタゴラス数という整数

の組の特徴を調べることにより学習するこ

とができた。テキストの内容を

することが困難

なる学習を進めていきたい。 



５．

[ ラスの三角形」， B. シェルピ

  

[2] J. H. シルヴァー

ュケーション(2007) 

門」，北村泰一著，槙書店(1965) 

いても、いろいろなアドバイスをいた

だきました。ありがとうございました。 
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