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１． 要約 

 サイエンス研究会数学班 3 年生は素数について学習している。今回は算術級数定理の証

明を理解することを目標とし、その理解のためにリーマン予想やラマヌジャン予想を学習

した。また、ラマヌジャンのτ 関数、及び完全数に関する考察することができたので紹介す

る。 

 

キーワード 素数、ゼータ関数、L関数、τ 関数、完全数

 

２． 研究の背景と目的 

 素数とは 1 自分自身以外に正の約数を持

たない1以外の自然数であり、 L,11,7,5,3,2

と続く。この並びは一見規則性がないよう

に見える。しかし、実際はどうなのか現在

でもまだわかっていない。 

私は、素数の並びに規則はあるのか、と

いうことに興味をもった。すると、素数の

並びの背景には深い代数世界が広がってい

ることを知った。そこで、基礎的な内容に

加えて、L 関数やτ 関数といった内容につ

いて、本稿にまとめておくことにした。 

 

３． 研究内容 

３－１．基本事項 

■素数 

素数素数素数素数とは 1 自分自身以外に正の約数を持

たない 1以外の自然数のことをいう。以降、

n 以下の素数の個数を ( )nπ とあらわす。も

っとも簡単で、最古の素数を生成する方法 

として知られているのが、エラトステネスエラトステネスエラトステネスエラトステネス

ののののふるいふるいふるいふるいである。これには包除原理を用い

る。 

 

 

 

■包除原理 

nA,,A,A 21 L を n 個の有限集合とした

とき、 
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が成り立つことを包除原理包除原理包除原理包除原理という。ここで

A は集合 Aの濃度を表す。 

 

■全射、単射とは 

 ２つの集合 YX , 間の写像 YX: →f に

ついて、 ( ) YXf = が成り立つとき、 f を

全射全射全射全射いう。 

つまり、 XxYy ∈∃∈∀ , ..ts ( ) yxf =  が

成り立つときである。 

写像 YX: →f において Xxx, ∈′ につい

て ( ) ( )xfxfxx ′≠⇒′≠ が成り立つとき写

像 f は単射単射単射単射であるという。対偶をとって、

( ) ( ) xxxfxf ′=⇒′= とも言い換えられる。 

全射かつ単射である写像を全単射全単射全単射全単射とよぶ。 



■濃度 

集合 A から集合 B への全単射が存在す

るとき、「 Aと B は濃度濃度濃度濃度が等しい」といい、

BA = と表記する。自然数全体の集合 N

と同じ濃度をもつ集合を可算集合可算集合可算集合可算集合といい、

可算集合の濃度を 0ℵ で表す。つまり、

0ℵ=N である。 

 

定理 (カントールの定理)  

実数全体の集合R は非可算集合である。 

 

証明（カントールの対角線論法対角線論法対角線論法対角線論法） 

左半開区間 { }10|]1,0( ≤<∈= xRx に含

まれる実数の集合が可算であるとすると、

]1,0(∈x のそれぞれの実数は次のように表

すことができる。 { }9,,2,1,0 L∈mna として、 

LL naaaaaA 1141312111 .0=  

LL naaaaaA 2242322212 .0=  

LL naaaaaA 3343332313 .0=  

M 

LL mnmmmmm aaaaaA 4321.0=  

M 

このうち kka に対して、 { }1,0∈kb を 
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と定めると、数 LL kbbbbbB 4321.0= は区間

]1,0( に含まれるが、 B はどの kA とも小数

第 k 桁目が異なり先ほどのいずれの kA と

も一致しない。ゆえに、背理法により左半

開区間 ]1,0( は非可算である。 ( )... DEQ  

 

また、N からR への単射は存在するので、

RN < である。 

 

定理 (ユーグリッドの補題) 

素数 p が自然数の積mn を割り切るので

あれば、 p は少なくともm もしくはn の一

方を割り切ることができる。 

 

■テイラー展開・マクローリン展開 

1 変数関数 ( )xf に対して 
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を関数 ( )xf の ax = のまわりでのテイラーテイラーテイラーテイラー

展開展開展開展開という。特に、 0=a のとき、つまり、 
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を関数 ( )xf のマクローリン展開マクローリン展開マクローリン展開マクローリン展開という。 

 

■複素数 

２次方程式 012 =+x の解を考え、その内

の一つを 1− あるいは i で表し、虚数単位虚数単位虚数単位虚数単位

という。実数 ba, を用いて、複素数複素数複素数複素数は bia +
で表す。 ba, がともに整数のときガウス整

数、有理数のときガウス有理数という。

biaz += に対してa を実部実部実部実部、b を虚部虚部虚部虚部とい

い、それぞれをℜ ,ℑとも表す。 

 

［考察］ 

２乗して i になる数は複素数の中に存在

するのか 

２乗して i になる数は複素数を bia + と

すると、 ( ) ibia =+ 2
． 

よって、 ibabia =−+ 22 2 ， 

( ) 01222 =−+− iabba ． 

ここで、 ba, が実数であることに注意す



ると、 022 =− ba かつ 012 =−ab となる。 

後者より
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b
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■群 

空集合でない集合 G とその上の二項演

算 GGG: →×∗ の組 ( )∗G, が、 

(G1) 結合結合結合結合律律律律 : ( ) ( ) cbacba ∗∗=∗∗  

(G2) 単位元単位元単位元単位元の存在 : 

aaatsG =∗=∗∈∃ 11..1  

(G3) 逆元逆元逆元逆元の存在 : GaGa ∈∃∈∀ −1,  

               1.. 11 =∗=∗ −− aaaats  

を満たすとき、( )∗G, を群群群群であるという。結

合律のみを満たすものを半群半群半群半群、結合律およ

び単位元の存在を満たすものをモノイドモノイドモノイドモノイドと

いう。また、交換法則 abba ∗=∗  

を満たす群をアーベル群アーベル群アーベル群アーベル群または可換群可換群可換群可換群とい

う。 

 

■同型と準同型 

写像ϕ が群 1G から 2G への同型写像同型写像同型写像同型写像であ

るとは、ϕ が条件 

1, Gyx ∈∀ , ( ) ( ) ( )xyyx ϕϕϕ =  

を満たす全単射であるときをいう。また、

このとき 1G , 2G は同型同型同型同型であるという。写像

ϕ が群 1G から 2G への準同型写像準同型写像準同型写像準同型写像であると

は、 1, Gyx ∈∀ , ( ) ( ) ( )xyyx ϕϕϕ = が成り立

つ場合をいい、同型の定義を弱くしたもの

である。同様にこのとき 1G , 2G は準同型準同型準同型準同型で

あるという。 

 

■環 

集合 R とその上の二項演算である加法

RRR →×+ : および乗法 RRR →×∗ : の

組 ( )∗+,,R で、以下の条件を満たすものを環環環環

という。 

  (R1) 加法群 ( )+,R はアーベル群である。  

 つまり、結合律、零元の存在、マイナス

元の存在、交換律を満たす。 

(R2) 乗法半群 ( )∗,R はモノイドである。 

つまり、結合律、単位元の存在を満たす。 

 (R3) 左分配律左分配律左分配律左分配律 

( ) ( ) ( ) ( )( )cabacbaRcba ∗+∗=+∗∈∀ ,,  

および、右分配律右分配律右分配律右分配律 

( ) ( ) ( ) ( )( )cbcacbaRcba ∗+∗=∗+∈∀ ,,  

が成り立つ。左分配律と右分配律がともに

成り立つとき、単に分配律分配律分配律分配律が成り立つとい

う。 

 

■体 

 集合 F とその上の二項演算である加法

+ および乗法 ∗ の組 ( )∗+,,F が体体体体であると

は、集合 F が加法に関してアーベル群、

{ }0\F が乗法に関してアーベル群を満たす

ときをいう。 

 

３―２．算術の基本定理 

■素因数分解の一意性の証明 

背理法を用いる。仮定として、少なくと

も２通りの素数の積で表すことのできる自

然数が存在すると仮定し、そのうちの最小

のものをn とする。 

mk qqqqppppn LL 321321 ==  



のように異なる別の素数の積に表わされる

とすると、ユーグリッドの補題より、 1p は

1q または mqq ,,2 L のいずれかを割り切る

ことができる。しかし、n の最小性から 1q お

よび lqq ,,2 L においてはいずれも素因数分

解の一意性が成り立つので、 jqp =1 となる

ような j がとれる。ここで、 

( ) ( ) njjk qqqqpppn LLL 11132 +−==′  

が異なる素数の積として表せるとすると、

n の最小性に反するので、素因数分解の一

意性は証明される。 

 

３－３．２個の任意に選んだ整数が互いに

素である確率 

ゼータ関数ゼータ関数ゼータ関数ゼータ関数は自然数の調和数列 
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を拡張したものであり、 
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である。 
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より、ゼータ関数 ( )sζ （ただし、 Ns ∈ ）

の絶対収束範囲は 2≥s であることがわか

る。また、ゼータ関数に似た級数 
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は 2log へ収束することが知られている。 

これは、∫ +
1

0 1

1
dx

x を変形することにより、

以下のように求められる。 
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ゼータ関数は、次のようにオイラー積に

変形できる。 
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（これをディリクレ級数ディリクレ級数ディリクレ級数ディリクレ級数という。） 
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ここで、 
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となる。それぞれの p 因子が
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と表すことができる。また、この右辺をオオオオ



イラー積イラー積イラー積イラー積と呼ぶ。 

 

■互いに素 

２つの整数 ba, が 1 と－1 以外に共通の

約数を持たないとき、 ba, は互いに素互いに素互いに素互いに素であ

るという。 

 

定理 

２個の任意に選んだ整数が互いに素であ

る確率は ( )
2

1 6
2

π
ζ =−

である。 

 

証明 

任意の２つの整数 ba, において a が p で

割り切ることができる確率は
p

1
であり、同

様にb も考えると、 ba, が p で割り切れる

確率は
2

1

p
であるとわかる。 

また互いに素であるとは、言い換えれば、

任意の素数 p に対して、少なくとも一方は

割り切れないということである。ここでn

番目の素数を np とすると、 ba, が互いに素

である確率は∏
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と等しいことがわかった。 

実際の ( )2ζ の値を求めることはできな

かったので文献[2]を参照した。（ ( )2ζ の値

についてはババババーゼル問題ーゼル問題ーゼル問題ーゼル問題という）。 

 いま、関数 xsin をマクローリン展開する

と、 L+−+−=
!7!5!3!1

sin
753 xxxx

x  －①と

なる。 

 

 
図１ 

 

図１で原点を通っているグラフを表す関

数が ( )xf に xsin ， ( )1,0 を通る関数が

x

xsin
である。 

ここで、①の両辺を )0(≠x で割ると、 
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                                 －③ 

すると、②，③の
2x の係数を考えると 

②において、
2x の係数は

6
1

!3
1 −=− ． 

②の場合は、 

∑
∞

=

−=







+++−

1
2222

2

22

2

2

2 11

32 n n

xxx

ππππ
L  



つまり、 
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よって級数の収束値は、 
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とわかる。 

これより、 ( )
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したがって２個の任意に選んだ整数が互

いに素である確率は
2
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π
であることが示さ

れる。 ( )... DEQ  

 

この証明より一般に k 個の整数について

は次の系が成立する。 

 

系 

k 個任意に選んだ整数が互いに素である

確率は ( ) 1−kζ である。 

 

３―３．算術級数定理 

初項と公差が互いに素である算術級数に

は無限に素数があらわれる。 

今回は直接計算することが困難であるた

め、Visual C#を用いて、さまざまな初項と

公差を用いて、実際に素数が現れるのかを

計算した。 

 

■極限 

 ( ) bxf
ax

=
→

lim とは、任意の正の数ε に対

し、ある適当な正の数 δ が存在して、

δ<−< ax0 を満たすすべての実数 x に

対し、 ( ) ε<− bxf が成り立つことをいう。 

 つまり、 ,0>∀ε  ,0>∃δ  ,0>∀ε  ..ts  

,Rx ∈∀  ( ) εδ <−⇒<−< bxfax0  

が成り立つことをいう。 

 

■絶対収束と条件収束 

無限級数∑
∞

=1n
na に対して∑

∞

=1n
na が収束す

る場合を絶対収束絶対収束絶対収束絶対収束するといい、その他の場

合において収束する場合を条件収束条件収束条件収束条件収束という。 

 

■積分判定法 

関数 ( )xf が、 1≥x で連続であり、単調

減少でかつ 0)( ≥xf であるとき、 ( )∑
∞

=1n

nf

と ( )∫
∞

1
dxxf は同時に収束・発散する。 

 

図２ 

 

( )xf は減少関数なので 1+≤≤ kxk の

とき、 ( ) ( ) ( )1+≥≥ kfxfkf ． 

ゆえに、 x について k から 1+k まで積分

すると、 
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lk ,,2,1 L= とおいて和を取ると ( )∑ lf

の l 部分和を lS として、 
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これより、{ }lS が発散すれば 
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となり、逆に ( ) ∞=∫
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1
dxxf となれば{ }lS は

発散する。したがって、 lS が収束するため

の必要十分条件は ( )∫
∞

1
dxxf が収束するこ

とであるといえる。 ( )... DEQ  

 

■比較判定法 

定理 (ダランベールの収束判定法ダランベールの収束判定法ダランベールの収束判定法ダランベールの収束判定法) 

級数∑
∞

=1n
na において 

1lim 1 <+

∞→
n

n

n a

a
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n n
に対して、ダ

ランベールの判定法を試してみた。しかし、

( )
1

1
1

1

lim

2

2

=+
∞→

n

n
n

 であり判定できない。 

定理 (コーシーの収束判定法コーシーの収束判定法コーシーの収束判定法コーシーの収束判定法) 

級数∑
∞

=1n
na に対して、 1lim0

1

<≤
∞→

n
n

h
a で

あるとき、∑
∞

=1n
na は収束する。 

 

■無限積について 

0でない数の無限列 LL ,,,, 21 naaa の積 

LL n
n

n aaaaa 321
1

∏
∞

=

=  

がある有限の値α に収束するとは、部分積 

n

n

k
kn aaaaa L321

1
∏

=

==α  

において αα =
∞→ n

n
lim ただし 0≠α となると

定める。 

 

命題 

∑
∞

=1n
na が収束（あるいは発散）するとき 

( )∏
∞

=

+
1

1
n

na も同時に収束（あるいは発散）

する。 

 

証明 

µ=∑
∞

=1k
ka とする。無限積の n 部分積を

np として 11 ps = , 11 −− =−= nnnnn papps  

とおくと、 

nn ssssp ++++= L321 ． 

ここで、 0>x のとき
xex ≤+1 であるの

で 

( )∏∏
==

+≤+=
n

k
k

n

k
kn aap

11

11  

µeee k
k

k

an

k

a ≤
∑

=≤

∞

=∏
=

1

1

 



となり、ゆえに、 

nnnn aeaps µ≤= −1 ． 

したがって、比較判定法より∑ ns が収束

し、数列{ }np は収束する。 

また、
2

1
0 << x であれば

xex 21 −≥− で

あるので、 0lim =
∞→ n

n
a より、十分大きな 0n に

対して、 0nn ≥ ならば
2

1<na であり、 

na
nn eaa 211 −≥−≥+  

としてもよい。 ∑
∞

=

=
0nn

naϕ とおくと、 

( ) 01 222

00

>>∑=≥+ −−

=

−

=
∏∏ ϕeeea kk a

n

nk

a
n

nk
k

が各 0nn ≥  に対して成立する。したがって、 

0lim ≠
∞→ n

n
p であるとわかる。 ( )... DEQ  

 

命題 

( )∏
∞

=

+
1

1
n

na が収束あるいは発散するとき 

∑
∞

=1n
na も同時に収束、発散する 

 

証明 

n に関する帰納法を用いる。 

( )∏∑
==

+≤
n

k
k

n

k
k aa

11

1   

であることを表す。 

1=k の場合は自明なので、 nk = で成り

立つとする。 1+= nk のとき、 

∏∑
=

+

+

=

+=
n

k
nk

n

k
k aaa

1
1

1

1

 

( ) ( ) 1
11

11 +
==








 +++≤ ∏∏ k

n

k
k

n

k
k aaa  

( )∏
=

+=
n

k
ka

1

1  

より、 1+= nk でも成り立つ。ゆえに、す

べての Nn∈ において 

( )∏∑
∞

==

+≤
11

1
k

k

n

k
k aa  

が成立する。よって 

≤≤≤≤ ∑∑∑
+

===

1

11

1

1

n

k
k

n

k
k

k
k aaa L  

        ( )∏
∞

=

+≤
1

1
k

kaL  

であり、n 部分和が単調増加で上に有界で

あるため、∑
∞

=1n
na が収束することがわかる。 

( )... DEQ  

 

３－５．L関数 

先程のゼータ関数は各項の分子が 1 であ

ったが、これを数列 ( ){ }naa = に変えた級数

( )
∑

∞

=

=
1

),(
n

sn

na
asL を LLLL関数関数関数関数とよぶ。 

 

■乗法的関数と完全乗法的関数 

互いに素である自然数m と n に対して、 

( ) ( ) ( )nfmfmnf = が成り立つとき、 f を

乗法的関数乗法的関数乗法的関数乗法的関数といい、特に、任意の自然数m

と n に対して ( ) ( ) ( )nfmfmnf = が成り立

つとき、完全乗法的関数完全乗法的関数完全乗法的関数完全乗法的関数という。 

まず、 ( )na が完全乗法的であるため、 

( ) ( ) ( ) 11 ×=×= nanana ， 

( ) ( )( ) 011 =−ana ． 

ゆえに、任意の自然数n において 



( ) 0=na または ( ) 11 =a  

である。 

次に、 ( )na が周期性をもつため、周期を

N とし、任意の自然数n に対し 

( ) ( )naNna =+  

である。このうち、 Nn = であるとき、 

( ) ( )NaNa =2 ． 

ここで、完全乗法性より、 

( ) ( ) ( )NaNaa =2  

( ) ( )( ) 012 =−aNa ． 

これより、 ( ) 0=Na ( ) 12 =a ． 

これが、3 以上の自然数にも同様に成り

立つので、結論として、「 ( ) 0=Na 」また

は「任意の自然数 n に対して、 ( ) 1=na 」

となる。 

後者の場合、 ( )sasL ζ=),( である。ゆえ

に ( )sζ 以外のL関数においては、 ( ) 0=Na

となる。ここで、周期 N の約数d について

考える。さりとて、 Nd ,1= については該

に既に考えたため、 Nd ,1≠ とし、 Ndd =′

とおくと、乗法性より 

( ) ( ) ( ) ( ) 0==′=′ Naddadada  

ゆえに 

( ) 0=da または ( ) 0=′da  

が成り立つ。これらが両者とも成り立つ場

合、すなわち数列 ( )na は、周期 N の任意の

1 でない約数のd に対し、 ( ) 0=da を満た

すと仮定すると、 ( )na が完全乗法的である

ため、d の任意の倍数、つまり N と互いに

素でないような任意の自然数 m において、

( ) 0=ma となる。 

これは、数列 ( )na が N 以下でかつ、N と

互いに素な自然数に対して完全乗法性を満

たすように定義をすれば、他の自然数に対

しては自明に定まることになる。 

 

■ディリクレ L関数 

完全乗法性を満たすような乗法群から乗

法群への写像を準同型準同型準同型準同型という。ディリクレディリクレディリクレディリクレ

指標指標指標指標 χ とは、整数から複素数への関数 χ で、  

・ある自然数 N に対して、 ( )Nba mod≡  

ならば ( ) ( )ba χχ =  

・ ( ) ( ) ( )baab χχχ =  

・ ( ) 11 =χ  

・ a と N が互いに素でなければ ( ) 0=aχ
という性質を持たすものである。 

厳密な定義は、有限環 NZZ / の乗法群

( )×NZZ / から複素数体C の乗法群
×C への

準同型（すなわち乗法的な関数） 

( ) ×× → CZ/NZ:χ  

のことである。 

2≥n の自然数において、n で割った剰余

が等しい整数をすべて集めたものを「n を

法とする」合同類合同類合同類合同類や剰余類剰余類剰余類剰余類と呼ぶ。したが

って、ふたつの整数が同じ剰余類に属する

のは、それらの差が n で整除されるときで

あり、かつそのときに限る。 n を法とする

剰余類の全体は、以下に述べる加法と乗法

に関して n を法とする合同類環合同類環合同類環合同類環や剰余類環剰余類環剰余類環剰余類環

と呼ばれる環を成す。剰余類環を NZZ / と

表す。 

ディリクレ指数の値 ( )nχ は、この定義に

よれば N と互いに素な NZZn /∈ に対し

てのみ定義されるが、それ以外のn に対し

て ( ) 0=nχ と定めることにより、定義域を

NZZ / 全体に拡張し、さらに、 Z から

NZZ / への自然な写像 NZZZ /→ を合成

し、定義域を任意の整数に拡張することが

できる。その拡張した写像 

CNZZZ →→ /:χ  



を用いて ( ) ( )nna χ= と定めたときの L 関

数 ),( χsL のことを、ディリクレのディリクレのディリクレのディリクレの LLLL関数関数関数関数と

いう。 

準同型の定義から、 ( )nχ は、周期 N と互

いに素な整数同士に対しては完全乗法的、

すなわち、 ( ) ( ) ( )nmmn χχχ = を満たす。 

また、少なくとも一方が周期 N と互いに

素でない場合は、 ( )nχ は値が 0になること

から、やはり完全乗法的である。 

これよりディリクレの L 関数はオイラー

積表示 

( ) ( ) ( )∏
∞









+++=

primep
ss p

p

p

p
s

:
2

2

1,L L
χχχ  

をもつ。各オイラー因子の中身も計算する

ことができて、 

( ) ( )∏
∞ −









−=

primep
sp

p
s

:

1

1,L
χχ  

となる。 

 

■完全数 

完全数完全数完全数完全数とは、その数自身を除く約数の和

が、その数自身と等しい自然数のことであ

る。完全数の定義より、完全数の正の約数

の和は元の数の２倍に等しい。すなわちn

が完全数であるとは、約数関数 ( )nσ に対し

て、 ( ) nn 2=σ を満たすことである。 

 

■約数関数 

約数関数約数関数約数関数約数関数 ( )nxσ は自然数 n の約数 d の x

乗の総和の値を持つ関数であり、 

( ) ∑=
nd

x
x dn

|

σ  

と表される。 

 

■多角数 

多角形多角形多角形多角形の形に点を並べたときの点の総数

をいう。例えば、三角数は L,15,10,6,3,1 で

あり、四角数は L,25,16,9,4,1 、五角数は

L22,12,5,1 と定義される。ここで一般化を

考えてみた。 

( )mnP , を n 番目のm 角数とすると、 

( ) ( ) ( ) 12,,1 +−=−+ nmmnPmnP     

となる。したがって、 

( ) ( ){ }∑
−

=

+−=
1

0

12,
n

k

kmmnP  

( )( ){ }[ ]
2

1121 nnm +−−+=  

( ) ( )
2

42 2 nmnm −−−=  

となる。 

 

■完全数に関する考察 

ここで、六角数に 6と 28 

( ) 66,2 =P ， ( ) 286,4 =P     

が含まれていることに気づいた。そこで、 

( ) ( )
2

4626
496

2 nn −−−= ， 

( ) ( )
2

4626
8128

2 nn −−−=  

を解くと、 

( ) 4966,16 =P ， ( ) 81286,64 =P ． 

ここで、 ( )6,nP が完全数になるときのn

に規則があるのではないかと考えた。そこ

で、さらに次の完全数の場合を求めた。 

( ) 335503366,4096 =P ， 

( ) 85898690566,65536 =P  

ここまでで得られた、 

65536,4096,64,16,4,2,1  

という数列を見ると、 
161264210 2,2,2,2,2,2,2  



であることがわかった。 

数列 16,12,6,4,2,1,0 から始まるものを考

察した結果、「 12 1 −+n
が素数になるような

n 」の数列、または「 n 個の約数をもつも

のの数列昇順の数列」とであることに気づ

いた。 

前者： L,60,30,18,16,12,6,4,2,1,0  

後者： L.48.36.24.16,12,6,4,2,1,0  

であることから、計算してみると前者であ

ることがわかり、このことから、n 番目の

完全数を ( )nK とすると 

( ) nn qqnK 222
2

−×=   

{ }Plq l
n ∈−= + 12| 1

 

となることが予想できた。 

実際に ( )9K を計算してみると、 

2658455991569831744654692615953842176 

となり、完全数であることがわかった。 

実際に計算してみると次のようになった。 

( ) =1K 6 

( ) =2K 28 

( ) =3K 496 

( ) =4K 8128 

( ) =5K 33550336 

( ) =6K 8589869056 

( ) =7K 137438691328 

( ) =8K 230584300813995212 

( ) =9K 2658455991569831744654692615

953842176 

 

■オイラーのϕ 関数 

正の整数n に対し、1からn までの自然数

のうち、n と互いに素なものの個数を ( )nφ
として与えることにより定まる数論的関数

をオイラーのオイラーのオイラーのオイラーのϕ 関数関数関数関数またはオイラーのトーオイラーのトーオイラーのトーオイラーのトー

シェント関数シェント関数シェント関数シェント関数という。 

p を素数とすると、1から 1−p のうちに

p の素因子である p を因子として含むも

のは存在しないから、 ( ) 1−= ppϕ が成り

立つ。さらに、 k を自然数としたとき、1

から
kp の中で p を因子として含むもの、す

なわち p の倍数は
1−kp 個なので 

( ) 







−=−= −

p
pppp kkkk 1

11ϕ  

が成り立つ。また、n の素因数分解を 

∏
=

=
d

k

ek
kpn

1

 とすると、 

( ) ∏
=









−=

d

k
kp

nn
1

1
1ϕ  

となる。 

 

■ヤコビの三重積 

( )( )( )∏
∞

=

−−++−
1

11111
n

nnn qzzqq
 

( )

∑
∈

+

=
Zm

mm
mqz 2

1

 

において、
13 , −−== qzqq と特殊化すると、 

( ) ( )( ) ( )( )∏
∞

=

−−−− −+−+−
1

3311313 111
n

nnn qqqqq

     

( )
( )

∑
∈

+
−−=

Zm

mm
m qq 2

13

 

( )( )( )∏
∞

=

−− ++−
1

23133 111
n

nnn qqq
 

( )
( )

∑
∈

+

−=
Zm

mm
m q 2

13

1
． 

ここで、m と m− を入れ替えると、 



( )( )( )∏
∞

=

−− ++−
1

23133 111
n

nnn qqq
 

( )
( )

∑
∈

−

−=
Zm

mm
m q 2

13

1
． 

左辺に注目すると、左辺はオイラーのϕ
関数であるから

 
( ) ( ) ( )

( )

∑∏
∈

−∞

=

−=−=
Zm

mm
m

n

n qqq 2

13

1

11ϕ  

となる。 

 

■ラマヌジャンの L関数とτ 関数 

このオイラーの五角数定理を 24 乗した

ものである

 
( ) ( )∏

∞

=

−=
1

24
1

k

kqqqf
 

を展開した式 

( ) ( )∑
∞

=

=
1n

nqnqf τ
 

について考える。 

( ) ( ) ( ) ( ) L
24324224 111 qqqqqf −−−=

 

( ) ( )( ) ( ) LL
243242 11241 qqqqqf −−+−=  

のように式を展開していき、 ( )nτ を実際に

求めてみた。 

( ) 11 =τ  
( ) 242 −=τ  
( ) 2523 =τ  

( ) 14724 −=τ  
( ) 48305 =τ  
( ) 60486 −=τ  

( ) 167447 −=τ  
( ) 844808 =τ  
( ) 1136439 −=τ  

( ) 11592010 −=τ  

( ) 53461211 =τ  
( ) 37094412 −=τ  

この結果をもとに以下のような計算をし

てみた。 

( ) ( ) ( )660482522432 τττ =−=×−=  
( ) ( ) ( )151217160483025253 τττ ==×=

 これらの式より、τ 関数は乗法的である

と推測できる。ラマヌジャンの予想ラマヌジャンの予想ラマヌジャンの予想ラマヌジャンの予想 1 にあ

たるものである。 

 

【ラマヌジャンの予想 1】 

( )nτ は乗法的である。 

 

しかし、オイラー積にするには完全乗法

的であることが必要十分条件である。とこ

ろが、 

( ) ( )41472576242 22 ττ =−≠==  

となり、完全乗法的でないことがわかった。

今回、τ 関数が何かしらの法則をもってい

ることは既に感じていたため、この結果を

考察してみることにした。 

 

[考察] 

任意の自然数n に対する ( )nτ について、 

( ) ( ) (*)1
1

24
L∏

∞

=

−=
k

kqqqf   

を展開するとき次数が重要である。次数は

それぞれ 

( )24,23,,4,3,2,1,01 L∗
 ( )48,46,,8,6,4,2,0 L∗
 ( )72,69,,12,9,6,3,0 L∗
 ( )96,92,,16,12,8,4,0 L∗
 M

 となる。つまり、すべての係数を考えると

き、集合 { }240,| ≤≤∈= xNxnxAn からな



る集合族 { }∞≤≤∈= xNxAX n 0,| から、 

X2 を取り出して考える必要がある。ここ

で、べき集合
X2 に含まれる空集合には(*)

式の q が含まれているので除外しない。ま

た、今回は 02 ℵ=X
なので単純に個数とし

ては出てこないことがわかる。 

集合族 X に含まれる集合 nA  (ただし、

24≤n )の個数はn の約数の個数に等しい。

 任意の自然数n に対して、 ( )nτ を求めるこ

とではできない、もしくは困難であるため、

まず、先程の結果の差を求めてみると次の

ようになった。
 

任意の素数 p について考える。 2=p の

とき、 

( ) ( ) ( )147257642 2 −−=−ττ  

     
1122048 == ． 

また、同様に 3=p の場合を計算すると、 

( ) ( ) ( )1136436350493 2 −−=−ττ  

    
113177147 ==  

となったので、次のような仮説を立てるこ

とができた：任意の素数 p について 

( ) ( ) 1122 ppp =−ττ  が成り立つ。 

次に、3乗の場合を考えてみた。 2=p の

とき、 

( ) ( ) ( )2229830428 113 τττ ×−==−  

ここで、－2 が何を意味しているのかを知

るために、3 乗を分解し次のようにしてみ

た。 

( ) ( ) ( ) 3532884480428 −=− τττ  

    ( )2249152 11τ−==  
また、既に得られた 

( ) ( ) 1122 ppp =−ττ  

を用いることによっても以下のように同様

の結果が得られた。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }112 2228428 −−=− ττττττ  

 ( )2211τ−=  

つまり、 ( ) ( ) ( )22228 113 τττ ×+= ． 

未だに－2 という数字が出てくるため、

次に 

( ) ( ) ( ) ( )22222 41622 ττττ −=−  

 21667846987136 −=  

  5721179648 11 ×−=−=  
ここで、576に注目する。 

( ) 1124576 =−τ  
より、何かしらの全体的な法則があること

がわかった。ゆえに、この 4 乗を分解して

考えた。4＝2＋2として考える。 

( ) ( ) ( ){ }21111224 22222 τττ +−=−  

        ( )211211 222 τ−−= ． 

4＝1＋3として考える。 

( ) ( ) ( ) ( )21134 22222 ττττ −=−  
この式から、 

( ) ( ) ( ) ( )21134 2 pppp ττττ −=−  
と仮説を立てた。 

先程の式も 

( ) ( ) ( )01122 pppp τττ −=−  

と考えると自然であり、同様に 3 乗を考え



ると、 

( ) ( ) ( ) ( )22222 1123 ττττ −=−  
と、同じ結果になった。これらから、仮説

を 

( ) ( ) ( ) ( )2111 −− −=− nnn ppppp ττττ ， 

すなわち、 

( ) ( ) ( ) ( )2111 −− −= nnn ppppp ττττ  
と修正した。 

これを変数変換することにより、ラマヌ

ジャンの予想に一致する。 

 

【ラマヌジャンの予想 2】 

( )nτ は完全乗法的ではないが、素数 p と

Nj ∈ に対して、次式が成立する。 

( ) ( ) ( ) ( )1111 −+ −= jjj ppppp ττττ  

 

もし右辺の第２項がなく、第１項 

( ) ( )jpp ττ だけであれば、τ が完全乗法的

であるということになる。すると、 

( )
∑

∞

=

=
1

),(
n

sn

n
sL

ττ
． 

もし、予想 1が正しければ ( )nτ は乗法的

なので、以下のようなオイラー積をもつが、

それぞれの p 因子が等比級数ではないので

( ) ( )∏
∞ −









−=

primep
sp

p
s

:

1

1,L
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のような形にはならない。つまり、

 

( ) ( ) ( )∏
∞





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ここで、予想 2を仮定すると、 

( ) ( ) ( ) ( )2111 −− −= kkk ppppp ττττ  
( L,4,3,2=k ) 

( )τ,sL の ディリ クレ 級数表示 から

1,0=k の項を取り除き、 2≥k においては

この漸化式を用い、計算すると 
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より、 

( ) ( )
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これを、 ( )sζ や ( )χ,sL のオイラー積と比

較する。 spu −= とすると、 ( )sζ は
u−1

1
と

なり、 ( )χ,sL  は ( )upχ−1

1
となる。 

( )τ,sL ， ( ) 2111

1

upup +−τ
のいずれの式

も分母は多項式である。L 関数のオイラー

因子をu の多項式として見たときの次数を

オイラー積の次数オイラー積の次数オイラー積の次数オイラー積の次数という。 ( )sζ および 

( )χ,sL は１次のオイラー積をもち、 ( )τ,sL

は２次のオイラー積をもつ。 

 

■ラマヌジャン予想 

先程の２次のオイラー積は２次方程式 



( ) 01 211 =+− upupτ  

に解の公式をあてはめることができる。 

両辺を
2u で割ると、 

( ) 01112 =+− −− pupu τ ． 

これを、
1−u の２次方程式とみなすと、解

の公式より、 

( ) ( )
2

4 112
1 ppp

u
−±

=− ττ
． 

ラマヌジャンは虚数解をもつと予想した。

つまり、 ( ) 04 112 <− ppτ より、

( ) 2

11

2 pp <τ  が成り立つと予想した。 

 

【ラマヌジャンの予想 3】 

( ) 2

11

2 pp <τ  

 

この予想 3 は「ラマヌジャン予想」とい

われる一般形と同値である。予想 3 を仮定

すると、根号部が純虚数になるので、 

( ) ( )
2

4 211

1
ippp

u





 −±

=−
ττ

． 

絶対値の２乗を計算すると 

( ) ( )
11

2
2112

2

4

4
p

ppp
u =






 −+

=−
ττ

， 

2

11
1

pu =−
， spu −− =1 なので、

( )spu ℜ− =1

より、 ( )
2

11=ℜ s ． 

ゆえに、実部が一定となる。よって、予

想 3 の下でラマヌジャン予想の一般形は成

立する。 

逆に、ラマヌジャン予想の一般形が成り

立つと、式を遡り解の公式の部分は純虚数

でなければならない。したがって、ラマヌ

ジャン予想の一般形を仮定すると予想 3 が

成り立つ。 

すなわち、 ( )τ,sL に対して 

「予想 3⇔ ラマヌジャン予想の一般形」 

となる。 

 

４．今後の課題 

今回、完全数とτ 関数について、自ら考

察することができた。しかし、算術級数定

理の証明を完全には理解することができな

かった。また、今回は新しい概念を膨大に

学習したので、まだ理解が不十分なものも

多い。そのため、さらに考察を深めるとと

もに、理論の大きな流れと微細な論理をし

っかりと見極めながら学習と研究を進めた

い。 
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