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１． 要約 

 サイエンス研究会数学班 3 年生はカプレカー変換について学習している。今回は 6 桁の

カプレカー変換について考察した。また、4, 5, 6 桁における、収束または循環までの過程

をまとめたので紹介する。 
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２． 研究の背景と目的 

 カプレカー変換とは自然数において、各

桁の数字を並びかえて作ることのできる最

大の数から最小の数を引く操作のことであ

る。この変換を続けると 1 つの値に収束す

るか、複数の値で循環することが知られて

いる。しかし、どのような場合に収束ある

いは循環が表れるのか、どのような値を経

て収束、循環にたどりつくのかは明らかに

なっていない。そこで、今回は 6 桁のカプ

レカー変換と 4, 5, 6 桁における、収束、循

環の過程をまとめた。なお、2, 3 桁の場合

については、参考文献[1]にまとめている。 

 

３． 研究内容 

3.1 基本事項 

■ソート 

各桁の数字を並びかえて、最大の数にす

る操作をいう。 

 

■カプレカー定数 

 １回の変換によって、値が変化しない自

然数のことをいう。 

 

ただし、ぞろ目は最初の変換で 0 になる

ので、除いて考える。また、 n 桁の変換を

考える際に変換により 1 桁減ってしまった

としても、n 桁とみなして考える。 

 

3.2  6 桁のカプレカー変換 

■6 桁のカプレカー定数を求める 

 

命題１ 

6 桁のカプレカー定数は存在する。 
 

[証明] 
 6 桁のカプレカー定数のソート後の値を  

fedcba +++++ 10100100010000100000

とおき、 abcdef と表記する。 

(ただし、 09 ≥≥≥≥≥≥≥ fedcba , 

Zfedcba ∈,,,,, ) 

同様に変換後の値を pqrstu とおく。中

央の数、つまり、 dc = のときと dc > のと

きで場合分けして、繰り下がりに注意して

変換を筆算で行うと次のようになる。 

 



[1] dc = のとき 

 

        筆算 1 
 

 abcdef はカプレカー定数をソートし

たものであり、 fedcba ≥≥=≥≥ から、 

9==== srba であるとわかる。すると、 

ebet =+−= 9 より te = ． 

また、 ffu >+= 1  である。 

さらに、 fp = と仮定すると、 

fffap =−=−= 9 ゆえ、 

5.4=f となり、適さない。 

したがって、 utsrpf ,,,,≠ ． 

 よって、変換後の値 pqrstu に当てはま

る abcdef は dfabeccfabed , の 2 通り

となる。それぞれの連立方程式を解くと、 

549945=== dfabeccfabedpqrstu  

となる。よって、6 桁のカプレカー定数は

549945 である。 
 

[2] dc > のとき 

 

        筆算 2 
 

dcebfa −≥−≥− より rqp >≥  

また、 rc = と仮定すると、 

cdcr =−−= 1  なので 1−=d となり、

適さない。ゆえに、 rc ≠ ． 

加えて、 a≥9 より 110 ≥+− a であるか

ら、 ffaf >+≥+− 110 となり uf ≠ ． 

 さらに pqrstu に当てはまる abcdef

を限定する。 

 

< sd ≠ でないことの証明> 

sd = と仮定する。 dcds =+−= 9 より

9=c ． cba ≥≥ より、 9=== cba ． 

よって、 
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となる。 

9=== cba より、 utsrqp ,,,,, のう

ちの 3 つは値が 9 である必要がある。 
9=r と仮定すると、 1−=d となり 9≠r ． 

fedc ≥≥> より 9, ≠fe ．したがって、

9=== uqp ． 

このとき、 99 =−= fp より 0=f であ

る。ところが、 91 =+= fu より 8=f で

あり、矛盾が生じる。よって、 sd ≠ ．■ 

 

< te ≠ でないことの証明> 

te = と仮定する。 ebet =+−= 9 より、

9=b ． ba ≥ より 9== ba ． 

よって、 
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となる。 

 9== ba より、 utsrqp ,,,,, のうちの

2 つは値が 9 である必要がある。 

9=r と仮定すると、 91 =−−= dcr よ

り 10=− dc となり、適さないから 9≠r ． 

 9=s と仮定すると、 99 =+−= cds よ

り 0=− dc となるが、 dc > より適さな

いから、 9≠s ． 

9=t と仮定すると、 9== et  および

edc ≥>  より、 10≥c となり、適さない

から 9≠t ． 

 9=u と仮定すると、 91 =+= fu より、

8=f ． 

ここで、 fedcba ,,,,, の大小関係より、 

8,9 ====== fedcba となる。した

がって、 utsrqp ,,,,, のうちの 3 つは値

が 9, 他の 3 つは値が 8 である必要がある。 

p を求めると、 1899 =−=−= fp とな

り、矛盾が生じるから 9≠u ． 

 以上から、 9== qp であるとわかる。す

ると、 99 =−= fp より、 0=f ．また、

99 =−= eq より 0=e である。さらに、 

0== fe より、 utsrqp ,,,,, のうちの 2
つは値が 0 である必要がある。 
 ここで、 0== et より 0=t である。また、 

9== qp より 0,0 ≠≠ qp ． 0=s と仮定

すると、 09 =+−= cds より、 9=− dc と

なり、適さないから 0≠s ． 

最後に、 11 =+= fu より 0≠u ． 

以上から、 0,0 == tr である。よって、 

01 =−−= dcr より、 1=− dc ． 

 このとき、 89 =+−= cds となる。 

 これらを整理すると、 

9==== baqp  

0==== fetr  

1,8 == us  

となる。 

dc > より 1,8 ==== ducs と決まる。 

このとき、 718 =−=− dc となり矛盾が

生じる。 

よって、 te ≠ である。■ 

 

以上から、 tesd ≠≠ , であることがわか

った。ここで、 ap = のときを考える。 

uftesdrcrq ≠≠≠≠> ,,,, より、 

pqrstu に当てはまる abcdef は 15通り

となる。それぞれについて、 fedcba ,,,,,
に関する連立方程式を解くと、解として適

するものがない。ゆえに、 ap = のときカ

プレカー定数は存在しない。 
 同様に、 bp = のとき 37 通りとなり、そ

れぞれの連立方程式を解くと、 

631764== befacdpqrstu  

だけが解として適する。 
 ここで、 qb = と仮定すると、 ebq −= , 

fe ≥ より 0=f となり pa = となる。

ap = のときにはカプレカー定数は存在し

ないから、 qb ≠ であるといえる。 
 同様に fedcp ,,,= のとき、 ,rqp >≥  

uftesdrcqb ≠≠≠≠≠ ,,,, より、条

件を満たす abcdef の並びはそれぞれ 23, 



6, 6, 6 通りとなる。それぞれの連立方程式

を解くと、 

631764== cefabdpqrstu  

だけが解として適する。 

よって、6 桁のカプレカー定数は 631764
である。  (Q. E. D.) 
 

■変換を続けるとどうなるのか 

[考察] 

 6 桁のカプレカー定数が 549945，631764
であることが示されたが、任意の 6 桁の数

abcdef について、変換を繰り返すとどの

ような数になるのかを考える。 

 abcdef を変換すると筆算 2 より、 

)(900)(9990)(99999 dcebfa −+−+−  
となる。 
ここから、変換後の値は fa − , eb − , 

dc − の値によって決まることがわかる(た
だし、 dcebfa −≥−≥− )。そこで、こ

の値によって場合分けし、変換を繰り返し

行った。 
すると、6 桁の自然数は変換を繰り返し

ていくと、次の 3 パターンのいずれかで循

環または収束することがわかった。 
① 420876→851742→750843→840852 

→860832→862632→642654 
→420876→ … 

② 631764 
③ 549945 
さらに、①は最大で 13 回の変換で循環に

入り、②は最大で 4 回、③は最大で 1 回の

変換で収束するということが明らかになっ

た。 

3.3  収束、循環の過程 
4, 5, 6 桁の収束、循環の過程を文末の樹

形図に表した。ある自然数を 1 回変換する

と、樹形図中のいずれかの数になる。さら

に、その数を変換すると線でつながれてい

る右側の数になる。 

 例えば、「950841  970821」は 950841
を 1 回変換すると、970821 に変換されるこ

とを表している。 

 

４．今後の課題 

今回、6 桁のカプレカー変換について、

自ら考察することができた。しかし、収束、

循環の過程の値についての考察は十分には

できなかった。また、今回は手計算で行っ

たが、手計算と並行して計算機を用いて計

算していく必要がある。今後は過程の値に

は規則性はあるのかということを詳しく考

察していきたい。 
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図 2 5 桁の場合 

図 1 4 桁の場合 

●4 桁の場合 
すべての 4 桁の自然数は変換を繰り返

すと 6174 なる。さらに、それに辿り着く

までに最大で 7 回の変換が必要である。 

 

●5 桁の場合 
すべての 5 桁の自然数は変換を繰り返

すと次の 3 パターンのいずれかで循環す

る。 

① → → →  

② → → →  

③ →  

さらに、①，②は最大で 6 回の変換を行う

と循環に入り、③は最大で 2 回の変換を行

うと循環に入る。 
 
 4桁あるいは 5桁の場合の詳細について

は、参考文献[1]を参照されたい。 



図 3 6 桁の場合Ⅰ 



 

 

図 4 6 桁の場合Ⅱ 



 

図 5 6 桁の場合Ⅲ 


