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１．要約 

 サイエンス研究会数学班 4年生は魔方陣について学習している。今回の研究では、4次魔

方陣における特有の性質について、交換様式という角度から考察をおこなった。 
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２．研究の背景と目的 

 前回の研究([1])では、魔方陣の作り方に

おける自分なりの見解や考察を行うことが

できた。今回は、魔方陣の性質を中心に調

べることにした。その中でも、性質の種類

が多く知られている 4次魔方陣に焦点を絞

って研究を行った。今回の研究の目的は、4

次魔方陣の性質を交換様式など、魔方陣特

有の性質を用いて考察を行うことである。

今回は、その結果を紹介したい。 

 

３．研究内容 

３．１ 定義 

魔方陣とは、1から始まる連続した自然

数を、各行、各行、及び対角線の数の和(4

次方陣では 34)をすべて相等しくなるよう

に、碁盤の目状に並べたものをいう。一般

に、1辺が nマスの魔方陣を n次魔方陣とい

う。また、 n次魔方陣を単に「n次方陣」

ということが多い。 

 n次魔方陣に対して、魔方陣の定和性を

満たし続ける操作のことを交換様式という。

今回は 4次方陣に対する交換様式を中心に

考察する。 

 

３．２ 4次方陣の性質 

 次のような 4次方陣を考える。 

 

図１ 4次方陣 

 

命題 次の性質 1 から性質 4 が成立する。 

性質 1 pmda  ＝34 

oncb  ＝34 

            lhie  ＝34 

kjgf  ＝34 

性質 2  cb  = pm      

pd  = ie   

           da  = on   

  ma  = lh   

性質 3  pa  = jg     

  md  = kf   

性質 4  gf  = li     

  he ＝ kj   

            nb ＝ kg    

oc  = jf   
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(証明) 

 4次魔方陣の性質から、各行、各列、両

対角線の和(定和)は 34であるため、  

dcba  =34 …① 

hgfe  =34 …②  

lkji  =34 …③  

ponm  =34 …④ 

   miea  =34 …⑤ 

njfb  =34 …⑥ 

   okgc  =34 …⑦ 

plhd  =34 …⑧ 

pkfa  =34 …⑨ 

mjgd  =34 …⑩ 

性質 1 について、 

①＋④から、 

)( pmda  ＋ )( oncb  ＝34×2 

…⑪ 

⑤＋⑧から、 

)( pmda  ＋ )( lihe  ＝34×2 

…⑫ 

⑨＋⑩から、 

)( pmda  ＋ )( kjgf  ＝34×2 

…⑬ 

②＋③から、 

)( lihe  ＋ )( kjgf  ＝34×2 

…⑭ 

⑬－⑭より、 

lihepmda   

よって、⑫から、 

pmda  ＝34 …⑮ 

lihe  ＝34 …⑯ 

また、⑪，⑭より、 

oncb  ＝34 …⑰ 

kjgf  ＝34 …⑱ 

性質 2 について、 

①と⑰から da  = on   

 ⑤と⑮から pd  = ie   

  ⑤と⑯から ma  = lh   

  ④と⑰から cb  = pm   

性質 3 について 

 ⑨と⑮から md  ＝ kf   

  ⑩と⑮から pa  ＝ jg   

性質 4 について 

 ③と⑱から gf  ＝ li   

  ②と⑱から he ＝ kj   

  ⑥と⑱から nb ＝ kg   

  ⑦と⑱から oc  ＝ jf    (Q. E. D.) 

 

３．３ 4次方陣の分類 

4次方陣の種類は、1の配置場所によって

3つの場合に、また 16の位置に注目して以

下の 21の型に分けることができる。 

 図１のmの位置に 1を入れた場合をA型、 

iの位置に 1を入れた場合を B型、 jの位

置に 1を入れた場合を C型とする。 

(1) A型を 16の位置により、以下の 6つの

型に分類する(図２参照)。 

16a のとき、(A-1)型 

16e のとき、(A-2)型 

16i のとき、(A-3)型 

16j のとき、(A-4)型 

16g のとき、(A-5)型 

16d のとき、(A-6)型 

 

図２ A型の 4次方陣 
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(2) B型を 16の位置により、以下の 9つの

型に分類する(図３参照)。 

16a のとき、(B-1)型 

16e のとき、(B-2)型 

16m のとき、(B-3)型 

16j のとき、(B-4)型 

16n のとき、(B-5)型 

16c のとき、(B-6)型 

16k のとき、(B-7)型 

16h のとき、(B-8)型 

16l のとき、(B-9)型 

 

図３ B型の 4次方陣 

(3) C型を 16の位置により、以下の６つの

型に分類する(図４参照)。 

16i のとき、(C-1)型 

16m のとき、(C-2)型 

16b のとき、(C-3)型 

16f のとき、(C-4)型 

16g のとき、(C-5)型 

16d のとき、(C-6)型 

 

図４ C型の 4次方陣 

 

 これらの型の分類については、参考文献

[2] p.66を参考にした。 

 

３．４ 4次方陣の交換様式 

4次方陣の交換様式は 6種類あることが

知られている。そのうち、今回は以下の 3

種類を使用する。 

 

 

図５ 交換様式 1 

 

 

図６ 交換様式 2 

 

 

図７ 交換様式 3 
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但し、交換様式 3は oleb  ＝34の

場合に限る。 

以下に、交換様式 1と 3が定和を変えな

いことについて、簡単な証明を記しておく。 

 

(交換様式 1の定和保存性の証明) 

操作を加える前の任意の 4次方陣を図８

とする。すると、交換様式 1を施した魔方

陣は図９のようになる。 

    

     図８           図９ 

図９において、各行、各列、対角線の和

は、図８と比較すると、各和の構成要素が

変わっていないので、 

dbca  ＝34, ljki  ＝34 

hfge  ＝34, pnom  ＝34 

meia  ＝34, ogkc  ＝34 

nfjb  ＝34, phld  ＝34 

pfka  ＝34, ogjd  ＝34   

(Q. E. D.) 

 

ここで、交換様式 1を施しても、第 1行、

第 4行、第 1列、第 4列に含まれる数は(順

序の入れ替えのみであり)変わらないこと

がわかる。 

 

(交換様式 3の定和保存性の証明) 

交換様式 3を施す前の任意の 4次方陣を

図 10とする。すると、交換様式 3を施した

魔方陣は図 11のようになる。 

    

    図 10           図 11 

図 3において、 olbe  ＝34である

ことに注意する。図 11において、各行、各

列、両対角線の和は、図 10より 

ghfe  ＝34, cdba  ＝34 

klji  ＝34, opnm  ＝34 

miae  ＝34, njbf  ＝34 

pldh  ＝34, okcg  ＝34 

olbe  ＝34, mjdg  ＝34 

(Q. E. D.) 

 

また、この交換様式 3を施すことができ

る方陣(つまり、 olbe  ＝34を満たす

方陣)としては、完全方陣や対称魔方陣(中心

に関して対称の位置にある数の和が 17に

なる方陣)が挙げられる。 

以上から、交換様式 1と交換様式 3の場

合について証明できたが、交換様式 2の場

合についても、同様に証明をすることがで

きる。 

 

３．５ 交換様式と 4次方陣の分類 

4次方陣の交換様式を用いて、方陣の型

の間に、次のような関係があることがわか

った。 

    

    (A-4)型        (A-5)型 

図 12 (A-4)型と(A-5)型の対応 
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図 12のように、(A-4)型に交換様式 1を

施すと(A-5)型の方陣になる。つまり、(A-4)

型と(A-5)型の方陣の間には、交換様式 1を

施すと互いに写りあう対応関係があり、そ

れぞれ 1対 1に対応する。 

また、交換様式 1の関係は、(A-2)型と

(A-3)型、(B-4)型と(B-7)型、(B-5)型と(B-6)

型との間にもそれぞれ成り立つことがわか

った。残りの(B-2)型、(B-8)型、(B-9)型、 

(C-4)型、(C-5)型については、交換様式 1を

施すと同じの型の方陣になる。例えば、図

13のように、(B-2)型の方陣は(B-2)型に対

応する。 

    

    (B-2)型          (B-2)型 

図 13 (B-2)型の対応 

 

図 13で得られた(B-2)型の方陣を和が等

しくなるようにしたままで、わかりやすく

変形すると図 14のようになる。このように、

1が移動した場合は、方陣を反転させてか

ら型に分類する必要がある。 

    

図 14 

 

次に、(A-1)型に交換様式 2を施すと図 15

のように(C-4)型になることがわかった。 

    

      (A-1)型          (C-4)型 

図 15 (A-1)型と(C-4)型の対応 

 

また、(A-2)型と(C-3)型、(A-3)型と(C-1)

型、(A-4)型と(C-2)型、(A-5)型と(C-6)型、 

(A-6)型と(C-5)型との間にもそれぞれ成り

立つ関係である。このことから、A型と C

型の方陣は 1対 1に対応し、それぞれの個

数は等しいことがわかる。 

B型については、それぞれの型に交換様

式 2を施すことにより、(B-1)型は(B-7)型、

(B-2)型は(B-9)型、(B-3)型は(B-4)型にそれ

ぞれ対応している。 

また、(B-5)型、(B-6)型、(B-8)型に関し

ては交換様式 2を施すとそれら自身の型の

方陣になることがわかった。 

       

    (B-5)型             (B-5)型 

図 16 (B-5)型の対応 

 

図 16で得られた(B-5)型を和が等しくな

るようにしたままで、わかりやすく変形す

ると図 17のようになる。 

       

図 17 
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３．６ 4次完全方陣 

3-6-1 シフト変換 

右図の方陣の主対角

線(a－f－k－p)と副対角

線(d－g－j－m)と、それ

らの平行な位置にある

n個の要素からなる分

離した対角線をまとめて汎対角線という。

また、行、列、および両対角線の数の和が

一定になるだけでなく、汎対角線上の数の

和も、すべて等しくなるような方陣を完全

方陣という。つまり、4次の完全方陣にお

いては一般の 4次方陣の性質に加えて、次

が成り立つ。 

 

命題 完全方陣の汎対角線和は一定である。 

nkha  ＝34, oleb  ＝34 

pifc  ＝34, oied  ＝34 

nihc  ＝34, mlgb  ＝34 

 

そして、完全方陣はすべての汎対角線で

定和をもつために、次のような完全方陣特

有の変換が考えられる。 n次完全方陣に対

して、 

S1：最下行を最上行の上側に移動させる 

S2：最右列を最左列の左側に移動させる 

のどちらを行っても、つねに、n次完全方

陣が得られる。上の S1, S2の変換をシフト

変換という。以下に、シフト変換によって、

完全方陣が完全方陣に対応することを示す。 

 

（シフト変換による完全方陣の対応） 

 シフト変換を施す前の 4次方陣を図 18

とする(但し、この方陣は完全方陣であると

する)。シフト変換 S1の場合、変換後の方

陣が完全方陣であることを示す。 

図 18の方陣にシフト変換を施して得られ

た方陣を図 19とすると、 次のようになる。 

    

     図 18                図 19 

ここで、 図 18において完全方陣の定義

より、以下が成り立つ。 

hkna  ＝34, lobe  ＝34 

pcfi  ＝34, ojed  ＝34 

nihc  ＝34, mlgb  ＝34 

また、図 19において、上の式と 4次魔方陣

の性質から各行、各列、両対角線、汎対角

線の和はすべて 34となることがわかる。よ

って、得られた魔方陣(図 19)は 4次完全方

陣である。    (Q. E. D.) 

 

また、これはシフト変換 S2についても同

様に示すことができる。そして、このシフ

ト変換によって 1つの 4次完全方陣から 16

個(=42個)の4次完全方陣が得られるという

ことがわかる。 

 

3-6-2 完全方陣の性質 

完全方陣の性質を満たす方陣を図 20と

すると、 

34 mlgb  

34 mjgd  

より、 lbjd   …ⓐ 

また、完全方陣に対しては

交換様式 3を適用することができる。 

 交換様式 3を施す前 4次完全方陣を上の

図 20とする。そして、この図 20に交換様

式3を施して得られた方陣を図21とすると、

次のようになる。 
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図 20 



 

図 21 

図 21において、4次方陣の性質から、 

34 jldb  …ⓑ 

ⓐとⓑより、 17 lbjd  …ⓒ 

そして、完全方陣にはシフト変換を適用

することができるため、残りの 3×3マスの

隅の数についても、同様にして 

17 lbjd , 17 kaic  

17 pfnh , 17 oemg  

が成り立つ。つまり、4次完全方陣におけ

るすべての3×3マスの隅の数の和は4次方

陣の定和 34に等しいことがわかる。 

また、図 20の 4次方陣の性質から 

34 kjgf  

である。図 20は完全方陣でもあるため、シ

フト変換を用いるとすべての 2×2マスの

隅の数についても同様に、 

34 efba , 34 fgcb  

34 ghdc , 34 ijfe  

34 jkgf , 34 klhg  

34 mnji , 34 nokj  

34 oplk , 34 jkgf  

が成り立つ。 

さらに、4次方陣には一般に 21種類の型

が存在する。その中でも、(A-5)型、(B-6)

型、(C-6)型はこの小正方形 3×3マスの隅

の和の1と16の位置関係に注目すると完全

方陣の性質を満たすことがわかる。つまり、

(A-5)型、(B-6)型、(C-6)型の 4次方陣は完

全方陣であるということがわかるのである。 

    

        (A-5)型        (B-6)型 

 

(C-6)型 

しかし、これらの 4次方陣はシフト変換

の視点でみると、本質的には同じ完全方陣

と捉えることができる。 

 

４．今後の展望 

今回の研究では、4次方陣固有の交換様

式や変換を用いて 4次方陣や 4次完全方陣

の性質について考察を行うことができた。

今後は、4次方陣のみならず、さまざまな

魔方陣に対象を広げ、発展させていきたい。

また、完全方陣の分類についても考えてい

きたい。 
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