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１．要約 

 サイエンス研究会数学班 4年生は図形の性質について研究している。今回は、自ら発見

した図形の性質を証明することを目標とし、参考文献[1]を用いて数列の収束や極限につい

て学習した。 

 

 キーワード  円、三角形、収束

 

２．研究の背景と目的 

 円に内接する三角形において、その 3辺

の垂直二等分線をかき、それらと円の交点

をとる。そうしてできた 3点を新たな頂点

とする三角形についても同様の操作を行う。

この操作を繰り返していくとどうなるかと

いうことを思いつき、実際に操作を行って

みると面白い事実がわかった。本稿ではそ

の事実を紹介し、考察する。 

 

３．研究内容 

３－１．中心角の変化 

 上述の操作について考える。 

 

定理 1 

点 Oを中心とする円に内接する 

△
000 CBA について、辺

00BA の垂直二等分

線と円との交点のうち、直線
00BA に関して

点
0

C 側でない方の点を
1C ，辺

00CB の垂直

二等分線と円との交点のうち直線
00CB に

関して点
0A 側でない方の点を

1A ，辺
00AC

の垂直二等分線と円との交点のうち、直線

00AC に関して点
0B 側でない方の点を

1B

とする。 

この操作によって得られる△
111 CBA にお

いても同様の操作を繰り返すということを

無限に繰り返すと、得られる三角形は限り

なく正三角形に近づく。 

 

(証明) 

1回の操作で中心角がどのように変化す

るのかを考える(上図の△
000 CBA のような

鈍角三角形のとき、弦
00CA に対する中心角

は、∠
00OCA （180°より大きい方）を指す)。

n回目の操作により得られる△ nnn CBA に

おいて、∠
nnn aOCB , ∠

nnn bOAC , ∠



nnn cOBA とおく。このとき、対称性より 

nnn cba ≦≦  としても一般性を失わない。

図より、1回の操作で中心角はそれぞれ以

下のように変化する。 
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また、
nnn cba ≦≦ より、 

111  nnn cba ≦≦  

が成り立つ。△
111 CBA  nnn
に操作を行う

と、上の漸化式より、中心角は次のように

変化する。 
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nnn cba ≦≦ より、
222  nnn cba ≦≦  が

成り立つ。ここで、 120≧nc  となる。なぜ

ならば、 120nc と仮定すると、3つの中心

角の和が360°よりも小さくなってしまうか

らである。また、
nn cc ≦2
も成り立つ。も

し、
nn cc 2
となる nが存在すると仮定す

ると、
n

n
n c

c
c 

4
902

 より 
nc

4

3
90  ,

nc120 となり、仮定に矛盾するからである。

ゆえに、数列 ,,, 420 ccc は単調減少列で

ある。さらに、任意の自然数 iに対して、
120≧ic  なので、この数列 nc はある値に

収束する。その値が 120°であることを証

明すればよい。そこで、漸化式 

4
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n

d
dcd  

 

を考える。これは、操作を 2回続けて行う

ことを 1つの操作とみなしたときの中心角

の変化を表している。ここで、
nd と 120°

の差を考えると、 

  120
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90120 1n
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d
d   30
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   120
4

1
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より、1回につき、
nd と 120°の差は

4

1
倍と

なる。これは、120°に収束することを意味

している。よって題意は示された。 

(Q. E. D.) 

 

円に内接する三角形の辺の垂直二等分線

を引くということは、その辺に対する中心

角の二等分線を引くことと同値である。そ

こで、次に中心角の分割について考える。 

 

定理 2 

円 Oに内接する△
000 CBA について、下

図のように、∠
00OBA を qp： に分ける直

線と円の交点のうち、直線
00BA に関して点

0C 側でない方の点を
1C ，∠

00OCB を

qp： に分ける直線と円との交点のうち直

線
00CB に関して点

0A 側でない方の点を

1A ，∠
00OAC を qp： に分ける直線と円と

の交点のうち、直線
00AC に関して点

0B 側

でない方の点を
1B とする。この操作によっ

て得られる△
111 CBA においても同様の操

作を繰り返すということを無限に繰り返す

と、得られる三角形は、限りなく正三角形

に近づく。 



 

 

(証明) 

定理 1と同様、1回の操作における中心

角の変化を考える。 n回目の操作で得られ

る△
nnn CBA において、∠

nnn aOCB , ∠

nnn bOAC , ∠
nnn cOBA とおく。このと

き、対称性より 
nnn cba ≦≦  としても一般

性を失わない。そして、図より、 

111 OCAOAB   nnnnna  

nn c
qp

q
b

qp

p







qp

qcpb nn




  

を得る。同様にして、 

qp

qapc
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1 , 

qp

qbpa
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1  

が成り立つ。ここで、
nnn cba ≦≦  より、

以下を得る。 
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ゆえに、一般に以下が成り立つ。 

),,(max1 kkkk cbaa ≦
, 

),,(max1 kkkk cbab ≦
, 

),,(max1 kkkk cbac ≦
. 

よって、 

),,max(),,(max 111 kkkkkk cbacba ≦
 

を得る。そこで、
000 cba ≦≦ とおくと、 

 ),,(max),,(max 2221110 cbacbac ≧≧  

   120),,(max 333 ≧≧≧ cba  

が成り立つ。同様にして、 

),,(min1 kkkk cbaa ≧
, 

),,(min1 kkkk cbab ≧
, 

),,(min1 kkkk cbac ≧
 

を示すことができるので、 

 ),,(min),,(min 2221110 cbacbaa ≦≦  

   120),,(min 333 ≦≦≦ cba  

を得る。ここで、以下の補題を用いる。証

明は参考文献[1]を参照されたい。 

 

補題  有界な単調数列は収束する。 

 

 詳しく言うと、上に有界な単調増加列と

下に有界な単調減少列は、それぞれ上限と

下限に収束する。 

 

先程の議論から、数列 )},,({max ttt cba

と )},,({min ttt cba はそれぞれ有界な単調

数列であるから、これらはそれぞれある値

に収束する。そこで、 
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),,(maxlim ,

mcba ttt
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),,(minlim  

とおく。このとき、 ttt cba ,, の中で 2番目

に大きい値を ),,(mid ttt cba と表すことに

すると、 

mMcba ttt
t




360),,(midlim  

となるので、数列 )},,(mid{ ttt cba も収束す

る。また、その収束値をKとおく。このと



き、次のいずれかが成り立つ。 
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①のとき、 

MKM
qp

qmpK
m ≦≦≦ 




 

より、 MK  なので、 M
qp

qmpM





ゆ

えに、 MKm  が成り立つので、正三角

形に収束する。 

 ②のとき、 

K
qp

qmpK





より、

qp

qMpm




がとり得

る値はmまたはM なので、 Mm  が成り

立つ。つまり、 MKm  が成り立つので、

正三角形に収束することがわかる。 

 ③について 

m
qp

qmpK





のとき Km  が成り立つ。

また、
qp

qKpM




の値としてあり得るのは、

KまたはM だが、どちらの場合においても、

MKm  が成り立つので、正三角形に収

束する。 

④，⑤，⑥の場合でも同様に、正三角形

に収束することが確認できる。以上より、

どの場合についても、正三角形に収束する。 

(Q. E. D.) 

 

４．今後の課題 

 今回は、三角形について、操作による形

の変化を考察した。しかし、一般の多角形

について図をかいて調べてみると、正多角

形に収束することが確認できたので、その

証明を完成させることが課題となる。 
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