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１．要約 

 サイエンス研究会数学班 5 年生は図形の性質について研究している。今回は、前回の研

究([1]参照)で得られた結果を発展させ、新たに発見した図形の性質を証明することを目標と

した。 
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２．研究の背景と目的 

 正多角形と円は、その対称性の高さなど

から、「美しい」とよく言われる。前回の研

究([1]参照)において、円と正多角形を用い

て考案した図形の性質を考えた。今回は、

正多角形の対称性を活かして新たに発見し

た図形の性質を考察することと、前回の研

究で得られた結果の一般化について考えた。 

 

３．研究内容 

３－１．正五角形と黄金比 

■黄金比 

 黄金比とは、
2

51:1 +
のことであり、

2
51+
をφで表すことが多い。黄金比は、

人が最も美しいと感じる比であるといわれ

ている。また、φは、 ,12 += φφ  11
−= φ

φ

という不思議な性質をもっている。正五角

形の１辺と対角線の長さの比は黄金比であ

ることは広く知られている。 
 

■sin18° 
 XY＝XZ, ∠X＝36°である二等辺三角

形 XYZ を考える。正五角形の１辺と対角線

の長さの比は黄金比であることから、XY と

YZ の長さの比は黄金比である。X から YZ

に垂線を下ろすことで、
φ2
118sin =° が得

られる。 
 
 前回の研究では、半径 R の円に内接する

正多角形について、各頂点を中心とする半

径 R の円をかいた図形について考察したが、

さらに作図を加えることで、新たな性質が

得られた。 
 
定理１ 
点Oを中心とする円Γに内接する正五角

形 54321 AAAAA において、線分 42AA と

53AA の交点を 1B ，線分 53AA と 14AA の

交点を 2B ，線分 14AA と 25AA の交点を

3B ，線分 25AA と 31AA の交点を 4B ，線

分 31AA と 42AA の交点を 5B とする。また、

△ 431 AAB の外接円を 1Σ ，△ 542 AAB の外



接円を 2Σ ，△ 153 AAB の外接円を 3Σ ， 
△ 214 AAB の外接円を 4Σ ，△ 325 AAB の外

接円を 5Σ とし、1 5i≦≦ に対して、 iΣ の中

心をCi する。さらに、 iΣ と直線B Ci i の交

点のうち iB でないほうを iD とする。 

 

このとき、1 5i≦≦ について、以下の 3 つ

が成り立つ。 
(1) iC はΓ上に存在する。 
(2) iΣ の半径とΓの半径の比は黄金比で

ある。 
(3) Γの半径と iOD の長さの比は黄金比

である。 
 

 

 
図１

 
（証明） 

(1) △ 431 AAB は 4131 ABAB = の二等

辺三角形、△ 431 AAA は 4131 AAAA = の

二等辺三角形であり、 1C は△ 431 AAB の外

心であるから、 1B と 1A と 1C はいずれも辺

43AA の垂直二等分線上にあるので、これ

らの点は同一直線上にある。ここで、 1C は

△ 431 AAB の外心であるから、 
°=∠=∠ 72AAB2ACB 431411 , 

 
°=∠ 72ACA 411 を得る。一方、弧 14AA に

対する円周角は 72°であるから、円周角の

定理の逆より、 1C はΓ上に存在する。 2C か

ら 5C についても同様である。 (Q. E. D.) 

 
(2) 明らかに iΣ (1 5)i≦≦ の半径はすべ

て等しいので、 1Σ についてだけ考えればよ

い。Γの半径を r とする。また、O から

53AA へおろした垂線の足を H とする。直



角三角形 HOA3 において、 °=∠ 18HOA3 ,

3OA r= であるから、 sin18OH r= ° ,また、

直角三角形 HOB1 において、

°=∠ 54HOB1 であるから、 

1 1

sin18sin 54 OH
OB OB

r °
° = = , 

1
sin18

sin 54
OB r °

=
°

 

ここで、 
)290sin( θ−° θθ 2sin212cos −==  

であるから、 

2
2

2
1118sin2154sin
φ

−=°−=°  

を得る。ゆえに、 

1
sin18

sin 54
OB r °

=
° 2

1
2

1
2

1
r ϕ

ϕ

⋅
=

− 12
r

ϕϕ
=

−
 

φの性質 ,12 += φφ  11
−= φ

φ
を用いるこ

とにより、 

1 12
OB r

ϕϕ
=

− 2 ( 1)
r

ϕ ϕ
=

− −
 

1
r

ϕ
=

+ 2
r
ϕ

=  

を得る。(1)より、 1 11C B OBr= − であるか

ら、 

21 1C B rr
ϕ

= − 2
11r
ϕ

 
= − 

 
 

2

2
1r ϕ

ϕ
−

= ⋅ 2
( 1)( 1)r ϕ ϕ

ϕ
− +

= ⋅  

再び、φの性質を用いることで、 
21

21 1C B r ϕ ϕ
ϕ
⋅

= ⋅
φ
1r ⋅=  

を得る。したがって、 1Σ の半径とΓの半径

の比は、 

1 : 1:r r ϕ
ϕ

× =  

より、黄金比である。 (Q. E. D.)  
 

 (3) 明らかに iOD (1 5)i≦≦ の長さはす

べて等しいので、 1D についてだけ考えれば

よい。Γの半径を r とすると、(2)より、 
1

1 1C B r
ϕ

= ⋅  

である。また、 

11 1 1 1 1OD OC +C D C Br= = +  

であるから、 

1OD rr
ϕ

= +
( 1)r ϕ
ϕ
+

=
2rϕ

ϕ
= rϕ=  

したがって、Γの半径と 1OD の長さの比

は黄金比となる。 (Q. E. D.)  
 
また、次の定理が得られた。 

 
定理２ 
定理１の図形において、△ 431 BBA の外

接円を 1ω ，△ 542 BBA の外接円を 2ω ， 
△ 153 BBA の外接円を 3ω ，△ 214 BBA の外

接円を 4ω ，△ 325 BBA の外接円を 5ω とし、

1 5i≦≦ に対して、 iω の中心を iE とする。

また、 iA を中心とし、Γの半径を半径とす

る円を iO とし、 3O と 4O の交点を 1 'D ， 4O
と 5O の交点を 'D2 ， 5O と 1O の交点を 'D3 ，

1O と 2O の交点を 'D4 ， 2O と 3O の交点を

'D5 とする。このとき、1 5, 1 5i j≦≦ ≦≦ に

ついて、以下の 2 つが成り立つ。 

(1) iω の半径と jΣ の半径の比は黄金比

である。 
(2) Γの半径と 'ODi の長さの比は黄金

比である。 



 
図２                   図３ 

 
（証明） 

(1) 図２を参照。 

1ω の半径と 1Σ の半径の比を調べれば十

分である。Γの半径を r とする。定理１(2)

より、 1Σ の半径は
1r
ϕ
⋅ である。 1E は 1ω の

中心であるから、円周角の定理より、 
2 36 723 1 4B E B∠ = ⋅ ° = °  

である。△ 431 BBE と△ 43BOB は、頂角

72°の二等辺三角形で、底辺が 43BB であ

るから、△ 431 BBE ≡△ 43BOB を得る。ゆ

えに、 1ω の半径は 

21 3 3E B OB r
ϕ

= =  

である。ゆえに、 1ω の半径と 1Σ の半径の比

は、 

2 : 1:r r ϕ
ϕ ϕ

=  

より、黄金比である。 (Q. E. D.) 
 

(2) 図３を参照。 
Γの半径と 'OD1 の長さの比を調べれば 

 
十分である。 3O , 4O , Γの半径は等しい

ので、 OAA'D'DAOA 331144 === ゆえ

に、四角形 314 A'DOA はひし形である。よ

って、△ 'ODA 14 は 'DAOA 144 = であり、

頂角 108°の二等辺三角形である。これは、

△ 354 AAA と相似であり、正五角形の 1 辺

と対角線の長さの比は黄金比であるから、

OA4 と 'OD1 の長さの比も黄金比である。 
(Q. E. D.)  

 
定理２の図形についてさらに考察する。 

 

定理３ 

定理２の図形について、 3Σ と 4Σ の交点

のうち 1A と異なるものを 1 'E ， 4Σ と 5Σ の

交点のうち 2A と異なるものを 2 'E ， 5Σ と

1Σ の交点のうち 3A と異なるものを 3 'E ，

1Σ と 2Σ の交点のうち 4A と異なるものを

4 'E ， 2Σ と 3Σ の交点のうち 5A と異なるも

のを 5 'E とする。また、 5O と 2O の交点を

''E1 ， 1O と 3O の交点を ''E2 ， 2O と 4O の

交点を ''E3 ， 3O と 5O の交点を ''E4 ， 4O と



1O の交点を ''E5 とする。このとき、

1 5, 1 5i j≦≦ ≦≦ について、以下の 3 つが成

り立つ。 
(1) ii D'D = である。 
(2) 1iO + と iΣ  (ただし 6 1O O= とする)，

jO と 1j+Σ  (ただし 6 1Σ = Σ とする)

は外接する。 
(3) ''E'EE iii == である。 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
図４                    図５ 

 
図６



（証明） 
(1) 図４を参照。 

'D1 と 1D の場合を考えれば十分である。

1B , 1C , 1D は同一直線上にあり、 1B , 1C
は線分 43AA の垂直二等分線上にあること

から、 1D は線分 43AA の垂直二等分線上に

ある。また、四角形 314 A'DOA はひし形で

あるから、 'D1 も線分 43AA の垂直二等分線

上にある。ゆえに、3 点O , 1D , 'D1 は同

一直線上にある。定理１(3)と定理２(2)より、

'ODOD 11 = であるから、 'DD 11 = である。 
(Q. E. D.) 

 
（２）図５を参照。 

1O と 5Σ について考える。Γの半径を r

とする。定理１(2)より、 5Σ の半径は
r
ϕ

で

ある。また、 1O の半径は r である。 
ここで、 1 5A OC 72 36 108∠ = °+ ° = °で

あり、 1 5OA OC= であるから、 1OA と

1 5A C の長さの比は正五角形の一辺と対角

線の比に等しい。ゆえに、 1 5A C rφ= とな

る。すると、 

( )1 1 1 1r r r r rφ φ
φ φ

 
+ = + = − + = 

 
 

より、 5Σ の半径と 1O の半径の和は中心間

の距離に等しいので、 5Σ と 1O は外接する。 

(Q. E. D.) 

(3) 図６を参照。 
△ 431 BBE ≡△ 43BOB より、点 1E と点

Oは線分 2 5A A に関して対称であるから、 

2 1 5 2 5A E A A OA 144∠ = ∠ = °  
また、対称性より 1 1 5 1 1 2A E A A E A∠ = ∠ な

ので、 

1 1 5
1A E A (360 144 ) 108
2

∠ = °− ° = °  

一方、 1 3 5A B A 180 36 2 108∠ = °− °× = °で

あるから、 

1 1 5 1 3 5A E A A B A∠ = ∠  
よって、円周角の定理より、点 1E は 3Σ 上に

ある。同様にして、点 1E は 4Σ 上にもある。

いま、明らかに 1 1E A≠ であるから、

1 1E E '= が成り立つ。 
 2O と 5O はそれぞれ点 2A ，点 5A を中心

とする円であるから、図形 2 5O O∪ は線分

2 5A A を軸として対称である。よって、点

1E ''と点Oは線分 2 5A A を軸として対称な

ので、これは点 1E と等しい。 
 以上より、 1 1 1E E ' E ''= = が示された。 

(Q. E. D.)  
 
 定理３(2), (3)は一般の正多角形では成り

立たない。図７は七角形の場合である。 
 
 

 



 

図７ 
 

 
３－４．五角形と円 

 五角形について、前回の研究の発展とし

て、以下が成り立つことがわかった。 
 
定理４ 
 半径 r ,中心Oの円に内接する五角形

1 2 3 4 5P P P P P について、頂点 1P , 2P , 3P , 4P , 

5P を中心とする、半径 r の円をそれぞれ

1 2 3 4 5, , , ,Γ Γ Γ Γ Γ とする。また、 3Γ と 4Γ
の交点を 1Q ， 4Γ と 5Γ の交点を 2Q ， 5Γ と

1Γ の交点を 3Q ， 1Γ と 2Γ の交点を 4Q ， 2Γ
と 3Γ の交点を 5Q とし（いずれもOとは異

なる）、 5Γ と 2Γ の交点を 1R ， 1Γ と 3Γ の交 

 
 

点を 2R ， 2Γ と 4Γ の交点を 3R ， 3Γ と 5Γ の

交点を 4R ， 4Γ と 1Γ の交点を 5R とする。

そして、線分 3 4R R の中点を 1S ，線分 4 5R R
の中点を 2S ，線分 5 1R R の中点を 3S ，線分

1 2R R の中点を 4S ，線分 2 3R R の中点を 5S
として、線分 2 5Q Q の中点を 1T ，線分 1 3Q Q
の中点を 2T ，線分 42Q Q の中点を 3T ，線分

3 5Q Q の中点を 4T ，線分 4 1Q Q の中点を 5T
とする。このとき、 1 i 5≦ ≦ について、以

下の 2 つが成り立つ。 
(1) i iS T= が成り立つ。 
(2) 五角形 1 2 3 4 5P P P P P と五角形

1 2 3 4 5S S S S S は相似であり、相似比

は 2：1 である。 
 



 
図８ 

 
（証明） 

(1) 図８を参照。 
 1 1S T= を示す。他も同様である。 
四角形 2 5 3OP Q P はひし形であるから、

52 3OP OP OQ+ =
  

 

が成り立つ。同様にして、 

24 5OP OP OQ+ =
  

 

が成り立つので、 

2
5 2

1
OQ OQOT +

=
 


 

2
2 3 4 5OP OP OP OP+ + +

=
   

 …① 

を得る。 
 四角形 2 3 4OP R P はひし形であるから、 

2 4 3OP OP OR+ =
  

 

同様にして、 

3 5 4OP OP OR+ =
  

 

が成り立つので、 

3 4
1

OR OROS
2
+

=
 


 

2 3 4 5OP OP OP OP
2

+ + +
=
   

 …② 

を得る。 
 ①，②より、 1 1S T= である。よって示さ

れた。 (Q. E. D.)  
 

(2) 先ほどの議論から、1 5≦≦i に対して、 

i k
1 k 5

k i

1OS OP
2

≠

= ∑
 

≦ ≦

 

が成り立つ。 
ここで、点X を 

5

k
k 1

1OX OP
3 =

= ∑
 

 

を満たす点とする。 
 このとき、線分 iXP を 1：3 に外分する点

を iS 'とすると、 

i
i

3OX OPOS '
1 3

− +
=

−

 


 



k
1 k 5

k i

1 OP
2

≠

= ∑


≦ ≦
iOS=


 

となり、 i iOS ' OS=
 

が成り立つ。ゆえに、

五角形 1 2 3 4 5S S S S S はX を相似の中心とし

て五角形 1 2 3 4 5P P P P P と相似であり、相似比

は 1：2 となる。 (Q. E. D.)  
 
 定理４(2)は一般の多角形では成り立たな

い。なぜなら、 (2 1)n + 角形においては、 

1 2 3
1

OP OP OP OPOS
2

n n n n+ + ++ + +
=
   


 

が成り立つので、 1
1 2 1

1

1OS OP
2 k

k n
k

+
≠

= ∑
 

≦ ≦

が成

り立つためには 2 1 5n + = が成り立つこと

が必要だからである。 
 
４．今後の課題 

 今回は、特に五角形について円と組み合

わせた図形について考察を行うことができ

た。今後は、一般の多角形について考える

ことや、今回のように「ある多角形でしか

成り立たない性質」に着目して研究を進め

ていきたい。また、考案した図形を反転幾

何にも応用させていきたい。 
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