
4 次完全方陣・対称方陣の性質 

5 年 A 組 今中 翔哉 
指導教員 川口 慎二

１．要約 

サイエンス研究会数学班 5 年生は魔方陣について学んでいる。今回の研究では、前回の

研究ではあまり触れることのなかった 4 次の完全方陣・対称方陣に関することについて研

究を行い、わかったことについて考察を行った。今回は、それらを紹介していく。

キーワード 4 次完全方陣、対称方陣、シフト変換

２．研究の背景と目的

前回の研究では、4 次方陣のもつ特有な

性質について研究を行った。今回の研究で

は、4 次方陣の中でも完全方陣と対称方陣

の 2 つの方陣に焦点をあててそれらの性質

や相違点、関係性について研究を行った。

今回の研究の主な目的は、完全方陣と対

称方陣に見られる固有の性質をもちいて新

たな性質を発見していくことである。その

結果を、紹介していきたい。

３．研究内容 

３－１．定義 

魔方陣とは 1 から始まる連続した自然数

を碁盤の目状に並べ、各行、各行、および

対角線の数の和(4 次方陣では 34)をすべて

相等しくしたものをいう。一般に、1 辺が n
マスの魔方陣を n 次魔方陣という。

完全方陣とは行、列、および両対角線の

数の和が一定になるだけでなく、汎対角線

上の数の和も、すべて等しくなるような方

陣のことをいう。ここで、汎対角線とは、

図 1 の主対角線(a－f－k－p)、副対角線(d

－g－j－m)と、それらの平行な位置にある

4 個の要素からなる分離した対角線を称し

たものを指す。

図 1 

 さらに、対称方陣とは、中心に関して対

称となっている位置にある数の和がすべて

一定(4 次対称方陣の場合は 17)となってい

る方陣のことをいう。
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３－２．４次方陣の基本性質 

はじめに、完全方陣や対称方陣に関わら

ず、4 次方陣一般に対して成り立つ基本的

な性質を紹介しておく。

性質 1 
pmda +++ ＝34 

oncb +++ ＝34 
  lhie +++ =34 

jkgf +++ =34 

性質 2 
cb + = pm +  , ie + = pd +  

  on + = da +  , lh + = ma +  

性質 3 
  pa + = jg +  , md + = kf +

性質 4 
gf + = li +  , kj + = he +  
kg + = mb +  , jf + = oc +

これらの証明は参考文献[1]に記している。 

３－３．４次完全方陣 

3-3-1 シフト変換

4 次の完全方陣は全部で 48 個ある。

完全方陣では、すべての汎対角線で定和を

もつために、次のような性質をもつ。

n 次完全方陣においては、 

①最下行を最上行の上側に移動させても、

②最右列を最左列の左側に移動させても、

つねに、 n 次完全方陣が得られる。

上記の①，②の変換というのはシフト変

換といわれる。それぞれ、行のシフト変換、

列のシフト変換という。また、この変換は

4 次完全方陣のみならず、すべての完全方

陣において成立する。以下に、この変換が

成り立つ例を 1 つ挙げる。 

この変換は、4 次の完全方陣の性質を考

えるうえで重要になってくる。

3-3-2 シフト変換で導かれる主な性質

次に、完全方陣に見られる特有な性質を

挙げる。

4 次方陣であるので、第 1 行、第 3 行、 
第 1 列、第 3 列の和に注目すると、  

34=+++ dcba  , 34=+++ lkji  
34=+++ miea  , 34=+++ okgc  

上の 2 式を足し、 下の 2 式を足して比較す

ると、

omgedljb +++=+++

となり、この左辺、右辺を足すと汎対角線
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の和は 34 なので、34×2 となり、 
34=+++=+++ omgedljb  

となる。

この式は、シフト変換を用いることによ

り、すべての 3×3 の正方形の隅の数の和は、

34 となる。…① 
そして、完全方陣であるため、次のこと

も成り立つ。

34=+++ doje  , 34=+++ dgjm  
これらから、 oegm +=+ ． 

この性質と、①の性質を組み合わすこと

によって、

17=+=+ oegm
とわかる。そして、この式にシフト変換を

用いると4組すべての3×3の正方形の対角

和は 17 になることがわかる。 
次に、完全方陣は 4 次方陣のもつ一般的

な性質も満たすため、3－2 節で紹介したよ

うに、

34=+++ jkgf  
が自ずと成り立つので、この式にもシフト

変換を用いるとすべての 2×2 の正方形(９
組ある)の隅の和も34になることがわかる。 
実際に 上記で示されたような性質が成

り立つことを以下で確かめてほしい。

(例 1)   (例 2) 

そして、明らかなことではあるが、これら

は完全方陣では汎対角線の和が 34 である

ことと、シフト変換を利用できるという性

質を用いたものであるため、完全方陣以外

の方陣に対しては成り立たない。

そして、シフト変換に注目すると完全方陣

の場合は 3－2 節で挙げたような基本的性

質を発展させたものとして次のような性質

をもつ。

jfma +=+  , kgpd +=+
gfda +=+  , kjpm +=+

これらもシフト変換で導かれる。

このように完全方陣には多種多様な性質

をもつことがわかる。

3-3-3 完全方陣の連続性

完全方陣では、シフト変換が使えるため、

自ずと次のようなことがわかる。1 つの完

全方陣を平面上に、四方八方に敷き詰める

と、4×4 の正方形枠をどこに切り取っても、

それが 4 次完全方陣になっている。 

(例 3) 

また、34≡2 (mod 4)より、各行、各列、

両対角線にある数を大きく 2 つに分けると、

それぞれの数は 4 を法として、  
0＋2＝1＋1≡3＋3≡2 (mod 4) 
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となる。そしてそれら分けた 2 つの数をさ

らに細かく分けると 4 を法として 
0＋0＋0＋2＝2 
0＋0＋1＋1＝2 
0＋0＋3＋3≡2 
1＋3＋0＋2≡2 
1＋3＋1＋1≡2 
1＋3＋3＋3≡2 
2＋2＋0＋2≡2 
2＋2＋1＋1≡2 
2＋2＋3＋3≡2 

となり実際に 4 次完全方陣を各行・各列の

数の和で分けると合計 9 つの型に分けられ

そうだが、実際は合計 48 個の完全方陣は次

の 3 つの型でしか分けることができなかっ

た(ただし、図は 4 を法としている)。 

(A 型) (B 型) 

(C 型) 

すなわち、各行、各列、両対角線には偶

数と奇数が 2 つずつ現れている。また、4
次完全方陣は全部で 48 個あるため、それぞ

れの型の個数は 16 個。そして A 型、B 型

はほとんど同じ型であり各行、各列に 4 の

倍数が含まれている。このようにしてみる

と、4次完全方陣を任意に選ぶとその各行、

各列に 4 の倍数が含まれている確率は
3
2
と

なることがわかる。

３－４．４次対称方陣 

4 次対称方陣にもシフト変換と少し類似

した操作が存在する。つまり、次のような

変換を行っても異なる対称方陣が得られる

のである。

①第 1 行と第 4 行を入れ換える。

②第 2 行と第 3 行を入れ換える。

③第 1 行と第 3 行、第 2 行と第 4 行を同

時に入れ換える。

④第 1 列と第 4 列を入れ換える。

⑤第 2 列と第 3 列を入れ換える。

⑥第 1 列と第 3 列、第 2 列と第 4 列を同

時に入れ換える。

④，⑤，⑥についても同様に、以下のよ

うになる。 
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また、4 次の対称方陣は、その対称性か

ら次のように、完全方陣の一部であるよう

な性質が見られる。

図 1    図 2 

対称方陣では、

17=+=+ leob  , 17=+=+ ihnc  
が成り立つので汎対角線 e－b－o－l，c－h
－i－n において、その和が完全方陣と同様

34 になるということである。しかし、他の

4 本の汎対角線の和はどんな対称方陣でも

34 とならないので完全方陣とはいえない。 
すなわち、 完全方陣でもあり対称方陣で

もあるような 4 次方陣は存在しないのであ

る。

そして、4 次対称方陣においても各行、

各列、両対角線にある数字は偶数、奇数が

2 つずつになった。また、同様に対称方陣

を任意に選びその各行、各列に 4 の倍数が

並んでいる確率は
3
2
となった。

3-4-1 完全方陣と対称方陣を結ぶ操作

すべての 4 次の対称方陣は次のような操

作をすることにより完全方陣になることが

できる。

これを具体例に当てはめることにより確か

めてみると、 次に示すようになる。

  図 3    図 4 

実際に、図 3 に示した魔方陣は 4 次対称

方陣になっており、それに操作を施した図

4 の魔方陣は 4 次完全方陣になっている。

また、逆にこの操作を見ると任意の 4 次完

全方陣にこの操作を施すとそれは 4 次の対

称方陣になるのである。

ここから、 わかることは 4 次の対称方陣

の個数は完全方陣に等しい 48 個であると

いうことである。

以下、この変換の仕組みについて簡単に

説明する。
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  図 5   図 6 

いま、図 5 の方陣が対称方陣であるとす

る。すると、

17=+=+=+=+ cnobdmpa  
17=+=+=+=+ gjkfhile  

より、これを図 6 に適用する際には、3-3-2
節で挙げたようにすべての 3×3 の正方形

の対角和が 17 になることを用いている。図

6 から図 5 においても同様のことがいえ、

完全方陣の性質を使うと和が 17 になる数

をうまく 4 次方陣の中心に関して対称の位

置に置くことにより、4 次対称方陣が完成

するわけである。

また、この対称方陣と完全方陣との間で

の変換を用いることで、対称方陣について

以下のことが自ずとわかる。図 6 において

2×2の正方形(e－f－b－a)，(h－g－d－c)，
(l－k－o－p)，(i－j－n－m)に注目すると、

これらはそれぞれその 2×2 の正方形の中

だけでしか変換によって移動していないた

め、得られた対称方陣の 4 隅にある 2×2
の正方形の中の数の和は34になる(3-3-2節

の完全方陣の性質による)。 
次に、図 5 で 3×3 の正方形の隅に位置す

る数に注目する。そして、図 6 のそれぞれ

の数の位置に注目すると、それらは 3－2 節

で挙げたように数の和は 34 に等しいこと

がわかる。このことは、同時に図 5 (対称方

陣)において、3×3 の正方形の隅に位置する

数の和も 34 となることを示している。 

４．研究の考察と今後の展望 

今回の研究では、前回の 4 次方陣の性質

に関する研究を更に限定して、4 次完全方

陣や対称方陣の特有の性質など操作を使用

することで自分なりの見解や考察を行うこ

とができた。また、完全方陣と対称方陣の

共通点・相違点についても見出すことがで

きた。今後の課題は 4 次完全方陣・対称方

陣の各行、各列、両対角線に並ぶ数の規則

性やその数に関して、完全方陣や対称方陣

の型の分類というものを扱っていきたい。

そして、今回はあまり対称方陣の変換を用

い考察することができなかったため今後進

めていきたい。また、前回と今回の研究で

は 4 次方陣しか扱うことができなかった。

しかし、今後は 5 次方陣や 6 次方陣につい

ても調べより発展的な内容を理解し研究を

進めていきたい。
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約数の総和についてⅢ

5 年 A 組 小椋 晃一 
指導教員 川口 慎二

１．要約

サイエンス研究会数学班 5 年生は約数の総和について学習している。今回は過剰数の割

合の評価を目的とした。その過程において、約数の総和に関する考察を行うことができた

ので紹介する。

キーワード 過剰数、原始過剰数、メルセンヌ素数、素数、割合

２．研究の背景と目的

約数の総和によって、自然数は 3 種類に

分類できる。しかし、異なる自然数間にも

関連があり、その関連を倍数として見るこ

とができた。今回は原始過剰数を中心に、

昨年度の論文にいくつか加えることができ

た。

３．研究内容

３－１．定義 

本稿では、昨年度の論文[4]と同じ定義を

用いる。

また、素数を順に 1 2 3, , ,p p p とする。

例えば、 1 2 32, 3, 5p p p= = = である。 
また、ある無限集合の n 以下における個

数を ( )nπ としたとき、
( )lim

n

n
n

π
→∞

を、その

集合の割合とする。例えば偶数の割合は

1 ( )
2 2

n nnπ−
≦ ≦ より

1
2
であり、3 の倍数

の割合は
2 ( )

3 3
n nnπ−

≦ ≦ より
1
3
である。 

３－２．主たる結果 

命題１

1

1

( ) ( )a a

a a

p p
p p

α

α

σ σ +

+

> が成り立つ。

（証明）

1 1a ap p+ +≧ であり、[4](命題 12)より、

1 1

1 1

( ) 1 ( )
1

a a a a

a a a a

p p p p
p p p p

α

α

σ σ+ +

+ +

+
= ≥ >

−
 

(Q. E. D.) 

命題２

1 でない任意の数 k について

1 2k k k k xp p p p+ + +

が原始過剰数となる x が存在する。 

（証明）

1 でない任意の数 k について

1 2

1 2

( ) 2k k k k x

k k k k x

p p p p
p p p p

σ + + +

+ + +

>




となる x が存在し([4]命題 8 の証明)、最小



の x をとると 

1 2 1

1 2 1

( ) 2k k k k x

k k k k x

p p p p
p p p p

σ + + + −

+ + + −

<



…①

となる。

ここで、すべての k i k x+≦ ≦ について、 

1 2 1 1k k k k i k i k xp p p p p p+ + + − + + + 

が不足数と示せばよい。

[4]における補題と①より、

1 2 1 1

1 2 1 1

( )k k k k i k i k x

k k k k i k i k x

p p p p p p
p p p p p p

σ + + + − + + +

+ + + − + + +

 

 

1 2

1 2

( )
1

k k k k x i

k k k k x i

p p p p p
p p p p p

σ + + +

+ + +

=
+





1 2 1

1 2 1

( ) 1
1

k k k k x i k x

k k k k x i k x

p p p p p p
p p p p p p

σ + + + − +

+ + + − +

+
=

+



 

1 2 1

1 2 1

( )k k k k x i k x i

k k k k x i k x k x

p p p p p p p
p p p p p p p

σ + + + − +

+ + + − + +

+
=

+




2<  
よって、 1 2k k k k xp p p p+ + + は原始過剰数

である。 (Q. E. D.) 

命題３

1 2 3 ka a a a< < < < として 

1 2 3 1ka a a ap p p p
−

 が不足数であり、

1 2 3 ka a a ap p p p が過剰数ならば、 

1 2 3 ka a a ap p p p は原始過剰数である。 

この命題３は、命題１と同様に示すこと

ができる。

命題４

任意の素数 ap について、 ap の倍数の原

始過剰数が無数に存在する

（証明）

任意の素数 ap について、 ap の倍数の原

始過剰数が無数に存在することを示せばよ

い。

2ap = は、偶数の原始過剰数が無数に存

在する[(4])ため成り立つ。 2ap ≠ のとき、

a kp p< をみたすすべての k について 

1 2

1 2

( ) 2
1

k k k k x a

k k k k x a

p p p p p
p p p p p

σ + + +

+ + +

>
+





となる x が存在するため、 

1 2

1 2

( ) 1 2k k k k x a

k k k k x a

p p p p p
p p p p p

σ + + +

+ + +

+
>




 

1 2

1 2

( ) 2a k k k k x

a k k k k x

p p p p p
p p p p p

σ + + +

+ + +

>




以下、命題１と同様に

1 2a k k k k xp p p p p+ + + が原始過剰数と示せ

る。k が無数に存在するため、 ap の倍数の

原始過剰数が無数に存在する。 (Q. E. D.) 

命題５

3 以上の任意の高さについて、原始過剰

数が存在する。

（証明）

2n p を考える。このとき、高さは 1n + な

ので、 2n≧ のとき 122 1 −<< +nn p をみた

す素数が存在すると示せばよい。

ベルトランの仮説より、

2 1 2(2 1)n np− < < −
12 1 2 2n np +− < < −  

を満たす素数が存在する。 (Q. E. D.) 

命題６

2 のべき乗として表せる数の割合は 0 で

ある。



（証明）

k 以下の 2 のべき乗の個数を ( )kπ とす

る。
12 2n nx− <≦ として、 (2 ) 1n nπ = + よ

り

1
( ) (2 ) (2 )lim lim 2 lim 0

2 2

n n

n nx n n

x
x

π π π
−→∞ →∞ →∞

= =≦

はさみうちの原理より、
( )lim 0

x

x
x

π
→∞

= ． 

(Q. E. D.) 

命題７

2n p と表せる原始過剰数の割合は 0 

（証明）

n 以下における素数の個数を ( )nπ ，n 以

下における 2n p と表せる原始過剰数の個数

を ( )nπ ′ とする。 

素数定理より、
( )lim 0

n

n
n

π
→∞

= ． 

また、 ( ) ( )n nπ π′ < よりはさみうちの原

理から、
( )lim 0

n

n
n

π
→∞

′
= ． (Q. E. D.) 

同様にして、偶数の完全数の割合が 0 と

示せる。

命題８

過剰数の割合は、少なくとも 0.236 であ

る。

（証明）

完全数・原始過剰数である 6, 20, 28 の倍

数から完全数自身を除いたものは、過剰数

の部分和といえる。完全数自身は有限個で

あり、割合に影響しないので、

( )lim
n

n
n

π
→∞

1 1 1 1 1
6 20 28 6 20 6 28

> + + − −
⋅ ⋅

1 1
20 28 6 20 28

− +
⋅ ⋅ ⋅

0.236> ． (Q. E. D.)

この方法で過剰数の割合を近似すること

ができる。しかし、簡単な計算ではなく、

近似が遅い。 

４．今後の課題

予想１

原始過剰数の割合は 0 である。 

実験的に予想したものである。5000 以下

の原始過剰数は 49 個、100 万以下の原始過

剰数は 1733 個である。 

予想２

同じ高さの原始過剰数は有限個である。

同じ高さの過剰数は無限個であること、

原始過剰数全体の個数は無限個であること、

3 以上の高さ x について、原始過剰数が存

在することは示したが、この予想の証明は

できていない。

予想３

ある高さについて、
( )n
n

σ
が最も 2 に近

い不足数が存在する

予想４

平方数の原子過剰数は無数に存在する。



なお、平方数の原始過剰数は今のところ

見つかっていないが、存在すると予想して

いる。
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幾何の定理の別証明

5 年 B 組 林 建吾  
5 年 C 組 古宮 昌典 
指導教員 川口 慎二

１．要約 

サイエンス研究会数学班 5 年生は定理の別証明について研究している。今回は、平面幾

何における定理の別証明を考え、幾何学の様々なアプローチについて学んだ。

キーワード  証明、計算による解法、初等幾何的解法

２．研究の背景と目的 

 Ⅰ期中間考査に出題された幾何の証明問

題について、答え合わせをしていたところ、

さまざまな解法があることに気がついた。

そこで、平面幾何の定理の証明方法につい

て、すでに知られているものも含め、まと

めることにした。

３．研究内容 

３－１．Ⅰ期中間考査最終問題の証明 

次が、5 年「代数・幾何」Ⅰ期中間考査

で出題された問題である。

問題

△ABC の辺 BC を 1：2 に内分する点を D
とする。このとき、

( )2222 BD2AD3ACAB2 +=+
が成り立つことを示せ。

3-1-1 三平方の定理を用いた解法

三平方の定理のみを用いて証明すること

もできる。

点 A から辺 BC へ降ろした垂線の足を H

とする。H の位置によって以下の 4 つの場

合が考えられるが、ここでは(ⅰ)の証明のみ

与える。(ⅱ), (ⅲ), (ⅳ)についても同様に示

せる。

(ⅰ) 線分 CD 上に点 H がある場合 
(ⅱ) 線分 BD 上に点 H がある場合 
(ⅲ) 半直線 DC 上であって△ABC の外

部に点 H がある場合 
(ⅳ) 半直線DB上であって△ABCの外部

に点 H がある場合 

＜(ⅰ)の証明＞ 

△ABH において、三平方の定理より

222 BHAHAB +=  
DHBDBH +=

であるから、
222 )DHBD(AHAB ++=  



222 DHDHBD2BDAH +⋅++=  
…①

また、△ACH において、三平方の定理より 
222 CHAHAC +=

22 )DHCD(AH −+=

222 DHDHCD2CDAH +⋅−+= , 
BD2CD =  より、 

2222 DHDHBD4BD4AHAC +⋅−+=
…②

①×2＋②より、

22 ACAB2 +
( )222 DHDHBD2BDAH2 +⋅++=

222 DHDHBD4BD4AH +⋅−++
222 DH3AH3BD6 ++=

△ADH において、三平方の定理から

222 ADDHAH =+ であるので、
22222 DH3AH3BD6ACAB2 ++=+  

( )22 ADBD23 +=
を得る。 (Q. E. D.) 

3-1-2 座標を用いた解法

座標を用いる場合、原点をおく場所によって以下の 3 つの証明方法が考えられる。

(Ⅰ) BC が x 軸と一致し、D を原点におく。

(Ⅱ) BC が x 軸と一致し、B または C を原点におく。

(Ⅲ) 3 点すべてを文字でおく。

ここでは、(Ⅲ)の証明のみを挙げる。

＜証明＞

A ( )21 , aa , B ( )21 ,bb , C ( )21 , cc とおくと、D 





 ++

3
2,

3
2 2211 cbcb

と表せる。

(左辺) 22 ACAB2 +=

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }2
22

2
11

2
22

2
112 cacababa −+−+−+−=

( ) 2
222

2
2

2
111

2
1

2
222

2
2

2
111

2
1 22222 ccaaccaabbaabbaa +−++−++−++−=

2
222

2
2

2
111

2
1

2
222

2
2

2
111

2
1 22242242 ccaaccaabbaabbaa +−++−++−++−=

2222
2

2
2

2
2

21111
2

1
2

1
2

1 24232423 acbacbaacbacba −−+++−−++=

(右辺) ( )22 BD2AD3 +=































 +

−+





 +

−+


















 +

−+





 +

−=
2

22
2

2
11

1

2
22

2

2
11

1 3
2

3
22

3
2

3
23 cbbcbbcbacba



( ) ( ){ } ( ) ( ){ }[ ]2
22

2
11

2
222

2
111 22323

9
13 cbcbcbacba −+−+−−+−−⋅=

( )2222
2

2
2

2
2

21111
2

1
2

1
2

1 612369612369
3
1 acbacbaacbacba −−+++−−++=

2222
2

2
2

2
2

21111
2

1
2

1
2

1 24232423 acbacbaacbacba −−+++−−++=

ゆえに、(左辺)＝(右辺)が成り立つ。 (Q. E. D.) 

3-1-3 余弦定理を用いた解法

余弦定理を用いると以下のように証明で

きる。

＜証明＞

θ=∠ADB とおくと、△ADB, △ADC
において、それぞれ余弦定理から、

θcosBDAD2BDADAB 222 ⋅−+=  
…①

( )

2 2 2

2 cos 180
AC AD CD

AD×CD θ
= +

− °−
 

2:1CD:BD = より BD2CD = であるの

で、

θcosBDAD4BD4ADAC 222 ⋅++=  
…②

ここで、①×2＋②より 
22 ACAB2 +

θcosBDAD4BD2AD2 22 ⋅−+=  
θcosBDAD4BD4AD 22 ⋅+++  

整理すると、

( )2222 BD2AD3ACAB2 +=+
ゆえに、(左辺)＝(右辺)が成り立つ。 

(Q. E. D.) 

3-1-4 中線定理を用いた解法

補助線の引き方によって 2 通りの証明方

法がある。

（Ⅰ）図形の内側に補助線を引く

＜証明＞

下図のように、線分 CD の中点 E をと

る。

2:1DC:BD = であるから、BD＝DE＝

EC が成り立つ。よって、点 D は線分 BE
の中点であるから、△ABE において中線定

理より、

2222 AD2BD2AEAB +=+  …① 
また、点Eは線分CDの中点であるから、 

△ACD において中線定理より、

2222 AE2DE2ACAD +=+  …②



①×2 より

2222 AD4BD4AE2AB2 +=+  …③

また、②において DEBD = であるから、 

,AE2BD2ACAD 2222 +=+

2222 BD2ACADAE2 −+=  …④ 
④を③に代入して、

( )2222 BD2ACADAB2 −++
22 AD4BD4 += ． 

整理すると求める式が得られる。

(Q. E. D.) 

（Ⅱ）図形の外側に補助線を引く

＜証明＞

下図のように、線分 CD を 1：2 に外分

する点 E をとる。 

2:1DC:BD = であるから、 BDEB = ,
DCED = が成り立つ。よって、点 D は線

分 EC の中点であるから、△AEC において

中線定理より、

2222 AD2ED2ACAE +=+  …① 
また、点 B は線分 ED の中点であるから、

△AED において中線定理より、

2222 AB2EB2ADAE +=+  …②

①において、 BD2ED = より、

2222 AD2BD8ACAE +=+  …③

また、②において BDEB = であるから、 

,AB2BD2ADAE 2222 +=+  

2222 ADAB2BD2AE −+=  …④ 
④を③に代入して、

( ) 2222 ACADAB2BD2 +−+
22 AD2BD8 += ． 

整理すると求める式

( )
2 2 2 2

2 2

2AB AC 6BD 3AD

3 2BD AD

+ = +

= +

が得られる。 (Q. E. D.) 

3-1-5 三角形の重心を用いた解法

D が辺 BC を 1：2 に内分していることか

ら、重心の性質を用いた証明ができる。

＜証明＞

線分 AB を 2：1 に外分する点 P をとり、

線分 PC の中点を Q とする。いま、点 D は

線分 BC を 1：2 に内分しているので、点 D
は△APC の重心である。ゆえに、3 点 A, D, 
Q は同一直線上にある。 
△APC において、(CP を底辺とみて)中線

定理より、
2 2 2 22 2+ = +AP AC PQ AQ  …① 

2 :1AD:DQ = より、
3
2

AQ AD=  

であり、 AB2AP = なので①に代入すると、



2 2 2 294 2
2

AB AC PQ AD+ = + ． 

両辺を 2 倍して、 
2 2 2 28 2 4 9AB AC PQ AD+ = +  …② 

を得る。

いま、△CPA において点 B は辺 AP の中

点であるから、(AP を底辺とみて)中線定理

より、

2222 CB2AB2CPCA +=+  …③ 
が成り立つ。

いま、 2CA PQ= , BD3BC = であるか

ら、③に代入して、
2 2 2 24 2 18 ,AC PQ AB BD+ = +  

2 2 2 24 2 18PQ AB BD AC= + − ． …④ 
②に④を代入して、

22 AC2AB8 +
( ) 2222 AD9ACBD18AB2 +−+=

整理すると

2222 AD9BD18AC3AB6 +=+
両辺を 3 で割って整理すると、求める式

が得られる。 (Q. E. D.)  

3-1-6 外接円を用いた解法

△ABC の外接円を考えることで以下の

ような証明ができる。

＜証明＞

△ABC の外接円と、直線 AD との(A とは

異なる)交点を E とする。 
方べきの定理より、

DEADDCBD ×=× ． 
BD2DC = より、 

DEADBD2 2 ×= ． 
ゆえに

AD
BD2DE

2
= …①

△ABE と△ACE において、

BD:DC＝1：2 なので、△ABE と△ACE
の面積比は 1：2 となる。 

一方、

ABEsinBEAB
2
1ABE ∠×××=△  

ACEsinCEAC
2
1ACE ∠×××=△

)ABE180sin(CEAC
2
1

∠−°×××=

ABEsinCEAC
2
1

∠×××=

とかけるので、△ABE と△ACE の面積比

は )CEAC(:)BEAB( ×× となる。 
ゆえに、

:(AB BE) (AC CE)× × ＝1：2 
が成り立つので、

CEACBEAB2 ×=×
よって、

AB2:ACCE:BE =  
が成り立つ。よって正の実数 k を用いて、 

BE ACk= , 2CE ABk=  …② 
とかける。

先ほどと同様にして、

DE:AD)ECBE(:)ACAB( =××

ECBEADDEACAB ××=××  
①，②を代入して、



22 2BDAB AC AD AC AB
AD

k k× × = × ×

これを k について解くと、 
BD
AD

k =

②より、

,
AD

BDACBE ×
=  

AD
BDAB2CE ×

= …③

を得る。

トレミーの定理より、

BEACCEAB ×+× BCAE×=
BC)DEAD( ×+=

①，③を代入して、

AD
BDACAC

AD
BDAB2AB ×

×+
×

×

BC
AD
BD2AD

2

×







+=  

BD3BC = より、 

AD
BDAC2

AD
BDAB2 22 ×

+
×

BD3
AD

BD2AD 22

×






 +
=

両辺に
BD
AD

をかけて整理すると、

( )2222 BD2AD3ACAB2 +=+

となり、示された。 (Q. E. D.) 

3-1-7 ベクトルを用いた解法

ベクトルを用いると、比較的簡潔に証明

することができる。

＜証明＞

bAB = , cAC = とおくと、 

3
cb2AD +

= , 

3
cbb

3
cb2ABADBD +−

=−
+

=−=

と表せる。

(左辺)
2222

cb2ACAB2 +=+=

(右辺) 





 +=

22
BD2AD3













 +−
+

+
=

22

3
cb2

3
cb23



 +⋅+⋅=

22
ccb4b4

9
13










 +⋅−+

22
ccb2b2  







 +=

22
c3b6

3
1 22

cb2 +=

ゆえに、(左辺)＝(右辺)が成り立つ。 
(Q. E. D.) 

３－２．スチュワートの定理の証明 

３－１節で考えた問題の一般化であるス

チュワートの定理の証明方法について考え

た。

スチュワートの定理

△ABC において、辺 BC を :m n に内分

する点を D とするとき、以下が成り立つ。 

( )( )2 2 2AB AC BD DC ADn m m n+ = + ⋅ +

３－１節で述べた証明方法のうち、「中線

定理を用いた解法」と「重心の性質を用い

た解法」以外の解法はすべてスチュワート

の定理の証明にもそのまま適用できる。中

線定理を用いた解法については、同様の証



明によってm と n がともに有理数である

場合は解決できる。ここで、求める式を AD
の長さを求める関数とみると、明らかにこ

の関数は連続であるから、m または n が無

理数である場合もこの等式が成り立つこと

がわかる。

３－３．オイラーの定理の証明 

 平面幾何におけるオイラーの定理につい

て、初等幾何での別証明を考えた。

オイラーの定理

三角形について、外心と内心の距離を d ，

外接円の半径を R,内接円の半径を r とする

とき、以下が成り立つ。

2 2 2d R Rr= −

すでに知られている初等幾何的な証明に

ついては参考文献[1]を参照されたい。また、

ベクトルを用いた証明もよく知られている。 

＜証明＞

△ABC の外接円をΓとする。また、上図

のように、直線 AI とΓの交点を M，直線

AO とΓの交点を T，点 O から直線 AM へ

降ろした垂線の足を H，点 A から直線 BC
へ降ろした垂線の足を J，直線 AM と辺 BC
の交点を K，点 I から辺 BC へ降ろした垂

線の足を S とする。 
まず、OH⊥AM より、 HMAH = が成

り立つ。△OIH，△OAH について、三平方

の定理より、

222 IHOHOI +=  
22 )AIAH(OH −+=  …① 

222 AHOAOH −=  …② 
②を①へ代入して、

2222 )AIAH(AHOAOI −+−=
22 AIAIAH2R +⋅−=

)AIAH2(AIR 2 −−=  
)HIMH(AIR 2 +−=  

IMAIR 2 ⋅−=  
ゆえに、 2AI IM Rr⋅ = を示せばよい。 
線分 AT はΓの直径なので、 

°=∠ 90ABT が成り立つ。また、円周角の

定理より、 ACBATB ∠=∠ が成り立つの

で、△ABT と△AJC は相似である。よって、 
AC:ATAJ:AB =  

2
AB AC AB ACAJ

AT R
⋅ ⋅

= =

を得る。また、AJ // IS であるから、△AJK
と△ISK は相似なので、 

IS:AJIK:AK =  

: :
2

AB ACAK IK r
R
⋅

=

2
AB ACIK AKr

R
⋅

⋅ = ⋅

2IK AB AC
AK

Rr⋅ ⋅
= …③



が成り立つ。また、 KACBAM ∠=∠ , 
ACKAMB ∠=∠ より、△ABM と△AKC

は相似なので、

: : KCAB AK BM=  

AB KCBM
AK
⋅

=

ここで、

CBMIBCIBM ∠+∠=∠  
CAMABI ∠+∠=

BAIABI ∠+∠=  
BIM∠=  

より、 IMBM = が成り立つので、 

AK
CKABIM ⋅

= …④

また、線分 CI は∠ACK の二等分線である

から、

IK:AICK:AC =

AI
CK

IKAC
=

⋅  …⑤

ゆえに、③,④,⑤より、 

AK
CKAB

CK
IKACIMAI ⋅

⋅
⋅

=⋅

AK
ACABIK ⋅⋅

=

Rr2=  
よって、示された。 (Q. E. D.) 

４．考察 

 幾何の定理の証明では、初等幾何的な解

法は発想が求められることがしばしばある

が、簡潔に示すことができることが多い。

また、計算による解法は発想を必要としな

いので、証明しやすいが、計算量が膨大と

なる場合もある。また、計算量は座標の設

定などで変わってくる。

４．今後の課題 

 今回は幾何の定理について別証明を行っ

たが、他の分野の定理についても別証明を

考えていきたい。また、別証明から新しい

定理を導出することも考えたい。

５．参考文献 

[1] web サイト「高校数学の美しい物語」

https://mathtrain.jp/euler
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 今回の研究にあたり、ご指導くださいま

した顧問の川口先生ありがとうございまし

た。



素数に関する考察 

5 年 B 組 山名 大二郎 
指導教員 川口 慎二 

１．要約

サイエンス研究会数学班 5 年生は素数について学習している。今回は、ウィルソンの定

理を素数判定としてより簡単に計算できるよう研究した。また、フェルマーの小定理の別

証明を試みたので、その研究過程を記す。

キーワード  素数、合同式 

２．研究の背景と目的 

私は、素数の分布に関する公式が見つか

っていない数字に興味をもち、素数に関す

る様々な定理について調べ、考察をしたの

で、それを本稿にまとめることにする。 

３．研究内容 

３－１．ウィルソンの定理の応用 

定理１（ウィルソンの定理） 

p を素数とするとき、次が成り立つ：

( )1 ! 1p − ≡ −  ( mod  p )

（証明） 

2p = のとき、

( )2 1 ! 1− ≡ −  ( mod  2)より成立。

以下、 3p≧ とする。m を1 1m p −≦ ≦ で

ある整数として、

( ), 2 , 3 , , 1m m m p m−

について考える。これらに含まれる 2 数

,am bm  ( )a b> において、 am bm≡  

( mod  p )と仮定すると、 ( ) 0a b m− ≡

( mod  p )となるが、1 a b p− <≦ であり、

かつ p とm は互いに素なので、これは矛盾

する。よって、 ( ), 2 , 3 , , 1m m m p m− を

p で割った余りはすべて異なる。したがっ

て、 1mn ≡ となる n が1から 1p − の間にた

だ 1 つ存在する。 
m n= のとき、 

2 1m ≡ , ( )( )1 1 0m m− + ≡  ( mod  p ) 

合同式の性質より、 1 0m − ≡ または

1 0m + ≡  ( mod  p ).
よって、 1, 1m p≠ − のときm n≠ となる。

また、2 2m p −≦ ≦ の範囲で 1, 1n p= − の

ときそれぞれ、 ,mn m mp m= − となり、

どちらも p で割った余りが 1 にならない。

よって 2, 3, , 2p − の中で積が 1 になる

,m nの組が
3

2
p −

個できるので、 



( ) ( )
3

21 ! 1 1 1 1
p

p p
−

− ≡ ⋅ ⋅ − ≡ −  ( mod  p ) 

となる。 (Q. E. D.) 

定理２

整数 2m≧ について、 ( )1 ! 1m − ≡ −

( mod  m )ならば、m は素数である。

（証明） 

( )1 ! 1m − ≡ −  ( mod  m )より、

( )1 ! 1m mk− + =  …①

を満たす整数 k が存在する。m が合成数だ

と仮定すると、m nl=  ( , 2)n l≧ と表すこ

とができる。①より、 ( )1 ! 1m nlk− + = ．

よって、 

( )1 1 !nlk m= − −

( )( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1nlk m m n n n= − − − + − ⋅ 

( )( ) ( )( ){ }1 2 1 1 2 1n lk m m n n= − − − + − ⋅ 

より、1 はm の倍数となり、矛盾する。し

たがって、m は素数である。 (Q. E. D.)

ウィルソンの定理を素数判定法としてよ

り簡易にさせることができた。以下、 p を

素数、 n を自然数とする。

命題１ 

2,n p p≠ のとき、 ! 0
2
n  ≡  

( mod  n ) 

（証明） 

条件より、 n ab=  ( ,a bは自然数で

1a b> > )と表せる。このとき、

2
2
n a b>≧ ≧ ．

2
na = , 2b = のとき、 1

2
n a b  = > >  

． 

2
n a> , 3b ≥ のとき、 1

2 2
n n a  > −  

≧ ． 

よって、 1
2
n a b  > > >  

．したがって、

! 1 2 1 0
2 2 2
n n n a b      = − ⋅ ≡            

  

( mod  n )
である。 (Q.E.D.)

命題２

( )2 ! 0p ≡  ( mod  2p )

（証明） 

( ) ( ) ( )2 ! 2 2 1 1 2 1p p p p p= − − ⋅ 

( ) ( )( ){ }2

2

2 2 1 1 1 2 1

0 (mod )

p p p p

p

= − + − ⋅

≡

 

(Q. E. D.) 

命題３

n p≠ かつ 9n > のとき、

! 0
2
n  ≡  

( mod  n ) 

（証明） 

命題１より
2,n p p≠ のとき成り立つ。



3p≧ のとき、

( ) ( )

( ) ( )

2 2 21 3! 2 1 2 2 1
2 2 2

1 1 2 1

p p p p p p

p p p

  − −
= ⋅ + − 

 
+ − ⋅ ⋅



 

となれば
2p でわりきれる。

2 1 2
2

p p−
≧ となる p の範囲は、

2 1 2 0
2

p p−
− ≧ より、 

( )( )1 2 5 2 5 0
2

p p− + − − ≧

から、 5p≧ なので、 3p > ．

したがって、
2 9p > のとき

2

! 0
2
p 

≡ 
 

( mod  2p )である。 (Q.E.D.) 

定理２より、 2n ≠ であり、
1 !

2
n − 

 
 

が n

で割り切れないとき、 n は素数となる。

３－２．フェルマーの小定理の別証明 

定理３（フェルマーの小定理） 

p を素数とするとき、任意の整数 a につ

いて、 ( )G.C.D. , 1p a = ならば、
1 1pa − ≡

( mod  p )が成り立つ。

（証明） 

定理１の証明より、 p と a が互いに素な

とき、 ( ), 2 , 3 , , 1a a a p a− を p で割っ

た余りはすべて異なるので、 

( ) ( )2 3 1 1 !a a a p a p⋅ ⋅ − ≡ −

( mod  p )となる。( )1 !p − と p は互いに素

なので、両辺を ( )1 !p − で割って、
1 1pa − ≡

( mod  p )とわかる。 (Q.E.D.)

1 つ目の別証明は、すべての a において

1 1pa − ≡ が成り立つことを数学的帰納法で

示す。 

（定理３の別証明） 

a bp c= +  ( ,b c は整数で、1 1c p −≦ ≦ )
とおく。このとき、 

( ) 1 1p pbp c c− −+ ≡ ( mod  p )．

1c = のとき、
11 1p− ≡ より成り立つ。ま

た、 1c p= − のとき、 cと p は互いに素の

ため p は奇数となるので、

( ) ( )1 11 1 1p pp − −− ≡ − ≡  ( mod  p )

が成り立つ。以下、 2 2c p −≦ ≦ とする。 

2c = のとき、二項定理より

( ) 112 1 1 pp −− = +

1 1
1 1 1 21 1p p

p p pC C− −
− − −= + + + + ． 

いま、 

( )( ) ( ){ }( )
( )1

1 2 1
1 2 1p m

p p p m p m
C

m m−

− − − − −
=

⋅ −







( ) ( ) ( ){ }( )
( )

1 2 1
1 2 1

m m
m m

− ⋅ − ⋅ ⋅ − − −
≡

⋅ ⋅ ⋅ −





( )1 m≡ −  ( mod  p )なので、

1 1 12 1 1 1 1 1 1 1p p p− − −≡ − + − + − + ≡ ．

よって、成り立つ。 

c k= のとき、
1 1pk − ≡  ( mod  p )が成

り立つと仮定する。二項定理より、

( ) 1 1 2 3
1 1 1 21 p p p p

p pk k C k C k− − − −
− −+ = + +

2
1 3 1 2 1p p p pC k C k− − − −+ + + +

であり、 ( )1 1 m
p mC− ≡ − ( mod  p )より、

( ) 1 1 2 3 21 1p p p pk k k k k k− − − −+ = − + − + − +

( )1 3 4 2p pk k k k− −= + + + +                  

( )2 4 3 1p pk k k k− −− + + + + +

1 1
2 2

2 2

1 1

1 1

p p

i i

i i
k k

k

− −

= =

= − +∑ ∑

( )( )
( )( )

2 11 1
1

1 1

pk k k
k k k

−− −
= +

− +
． 

0, 1k ≠ より

( ) ( )1
1 1

1 1
1

p
p k k

k
k

−
− −

+ = +
+

．

さらに、 1 0k + ≠ , 
1 1 0pk − − ≡ より、

( )1 1
0

1

pk k
k

− −
≡

+
. ゆえに、 ( ) 11 1pk −+ ≡

( mod  p )． 
したがって、数学的帰納法より 

1 1pa − ≡  ( mod  p )が示された。 (Q.E.D.) 

2 つ目の別証明の方針は、

( )( ) ( )1 1 1 2 1pa a a a p− − ≡ + + + −  

( mod  p )を示すことである。しかし、証

明を試みたができなかったため、その途中

過程をここでは記すことにする。 

命題４ 

( )( ) ( )1 2 1a a a p+ + + − の項
p na −

の

係数は、 

1 2 1 2 3 1 2

1 2 2 1

1 2 2 1
1 1 1 1n n n

p n p n p p

n n
k k k k k k k

k k k k
− − −

− + − + − −

− −
= = + = + = +

   
        

∑ ∑ ∑ ∑ 

と表せる。 

（証明） 

p na −
の係数は、

( ( )((1 2 3 3p n⋅ ⋅ − −

( ) ( ) ( ){ }2 1 1p n p n p× − − − − + + − 

( ) ( ) ( ){ }1 1p n p n p+ − − − + + −

( )( )2 1p p+ + − − 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 1 1p n p n p n p+ − − − − − + + − 



( )( ) ( )( )( ))2 1 3 2 1p p p p p+ − − + + − − − 

( ) ( )1 1n p+ + + ⋅ ⋅ − 

1 2 1 2 3 1 2

1 2 2 1

1 2 2 1
1 1 1 1n n n

p n p n p p

n n
k k k k k k k

k k k k
− − −

− + − + − −

− −
= = + = + = +

   
=         
∑ ∑ ∑ ∑ 

となる。 (Q. E. D.)

( )( ) ( )1 2 1a a a p+ + + − の定数項を p で

割った余りは、ウィルソンの定理(定理１)

より、 ( )1 ! 1p − ≡ −  ( mod  p )なので、－1

であることがわかる。 

命題５

( )( ) ( )1 2 1a a a p+ + ⋅ ⋅ + − の項 aの係数

は p で割り切れる。

（証明） 

aの係数は

1 2 2

1 2 2
1 1p

p
k k k p

k k k
−

−
< < < −
∑



≦ ≦

( ) ( ) ( )1 ! 1 ! 1 !
1 2 1

p p p
p

− − −
= + + +

−
 ． 

いま、整数 k が
1

2
pk −

≦ であるとき、

( ) ( )( ){1 ! 1 1 2 1
p

k p k k
p k k
−

= ⋅ − − −
− −

 

( ) ( )}1 1p k p× − + −

( )1 !p
k
−

≡
−

( mod  p )なので、

( ) ( ) ( )1 ! 1 ! 1 !
0

1 2 1
p p p

p
− − −

+ + + ≡
−



( mod  p ) となる。 (Q.E.D.)

命題６ 

( )( ) ( )1 2 1a a a p+ + + − の項
2pa −
の係数

は p で割り切れる。

（証明） 

2pa −
の係数は、 2p > より、

( )
1

1

1 1 0
2

p

k
k p p

−

=

= − ≡∑  ( mod  p )

となる。 (Q. E. D.)

命題７ 

( )( ) ( )1 2 1a a a p+ + + − の項
3pa −
の係

数は p で割り切れる。

（証明） 

3p > より、

2

2 1

2

2 1
1 1

kp

k k
k k

−

= =

 
−  

 
∑ ∑

( )( ) ( )3

1 2 1 1
2

p p p p= − − − +

( )( )1 2 1
3

p p p+ − −

0≡  ( mod  p )． (Q. E. D.) 



命題８

( )( ) ( )1 2 1a a a p+ + + − の
4pa −
の係数は

p で割り切れる。

（証明） 

4p > より

3 2

3 2 1

3

3 2 1
1 1 1

k kp

k k k
k k k

−

= = =
∑ ∑ ∑

( )( ) ( )4

1 3 2 2
2 3

p p p= − − +
⋅



( )( ) ( )1 3 2 1
2 3

p p p− − − +
⋅



( )( )2

1 3 2
2

p p p+ − − 

0≡  ( mod  p )． (Q. E. D.) 

p na −
の係数を 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 1 2 2na p n p n p n− − + − + + −

( ) ( ) ( ) ( )2
2 1 2 3na p n p n p n−+ − + − + + −

( ) ( ) ( )1
1 1 2na p n p n p−+ + − + − + ⋅   

としたとき、
( ){ }1
na は

1 1 1, , ,
2 2 4 2 4 6
−

⋅ ⋅ ⋅
， 

( ){ }2
na は

1 1 1 1, ,
3 3 2 5

 − + ⋅ 
 

1 1 1 1 1 ,
3 2 5 2 4 7

  + ⋅ +   ⋅  
，

( ){ }3
na は

1 1 1 1 1, ,
4 4 3 2 6

 − + + ⋅ 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,
4 3 2 6 3 2 5 2 4 8

    + + ⋅ + + ⋅ + ⋅     ⋅    


となり、 

( ) ( )1 1
1

1
2 2n na a

n+ = − ⋅
+

( ) ( )2 2
1

1 1
2 ! 2 3n n na a

n n+
 = − + ⋅  + 

( ) ( )

( )
3 3

1 1

1 1 1
3 2 1 ! 2 ! 2 4n n n na a

n n n+ −

 
= − + + ⋅  ⋅ − ⋅ + 

となることが予想できる。このとき、一般

項は 

( ) ( ) 11 11
2 !

n
n na

n
+= − ⋅

⋅

( ) ( ) ( )
12

1

11
3 2 1 !

n
n na

n
+

−= − ⋅
⋅ −

( ) ( ) ( )
13

1

4 51
9 2 1 !

n
n n

na
n

+

+

+
= − ⋅

⋅ −

となる。証明は、数学的帰納法を使って容

易にできる。 

４．今後の課題 

フェルマーの別証明においては、

( ) ( ) ( )1 2 3, ,n n na a a のすべての一般項の分母に

2n
と !n が含まれているので、それを指針に

証明をしていきたい。また、オイラーの定

理についても考察をしていきたい。 
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隣接４項間漸化式について 
5 年 C 組 大野 華子

指導教員 川口 慎二 

１．要約

本校 5 年生は数列について研究している。今回は隣接 4 項間漸化式の一般化を目標とし

た。

キーワード 漸化式、特性方程式、一般項、隣接 4 項間漸化式

２．研究の背景と目的

 私は、解析の授業で漸化式にはたくさん

の種類があることを知った。そして、特に

3 項が隣接している漸化式である隣接 3 項

間漸化式の解法の一般化に興味をもった。

そこで、本稿では隣接 4 項間漸化式につい

ての導出を行うことを目的とする。

３．研究内容

３－１．隣接３項間漸化式

隣接 3 項間漸化式は、一般的に次のよう

に表される。

2 1 0n n na pa qa+ ++ + =  

このとき、 ,p q は定数で 0 でない数とし

て、 1 2,a a の値がわかっているとき、解くこ

とができる。例えば、以下の例題 1 および

2 のように求めることができる。 

例題 1 

1 21, 1,a a= = 2 17 12 0n n na a a+ +− + =

( 1n≧ ) によって定められる数列{ }na の一

般項を求めよ。

（解） 特性方程式
2 7 12 0t t− + = を解く

と、 3, 4t = とわかる。したがって漸化式は 

2 1 13 4( 3 )n n n na a a a+ + +− = −

と変形できる。

よって、数列{ }1 3n na a+ − は公比 4 の等比

数列となるので、

1
1 3 ( 2) 4n

n na a −
+ − = − × …(1) 

同様に、この漸化式は、

2 1 14 3( 4 )n n n na a a a+ + +− = −  

と変形できるので、数列{ }1 4n na a+ − は公比

3 の等比数列となり、 

1 4 3n
n na a+ − = −  …(2) 

(1)－(2)より、 2 12 3n n
na −= − + ．

例題 2 

1 21, 4,a a= = 2 16 9 0n n na a a+ +− + =

( 1n≧ ) によって定められる数列{ }na の一

般項を求めよ。



（解） 特性方程式
2 6 9 0t t− + = を解くと、

3t = (重解)とわかる。したがって漸化式は 

2 1 13 3( 3 )n n n na a a a+ + +− = −

と変形できる。 1 3n n nb a a+= − とおくと、

1 2 13 1b a a= − = より、 1 3n nb b+ = となるので、

数列{ }nb は初項 1，公比 3 の等比数列とな

る。よって、 13n
nb −= と表せる。つまり、 

1
1 3 3n

n na a −
+ − =

となる。この漸化式の両辺を
13n+
で割ると、 

1
1
1 1 1

3 3
3 3 3

n
n n
n n n

a a −
+
+ + +− = ．

つまり、

1
1

1
3 3 9

n n
n n

a a+
+ − =

となる。このとき、
3

n
n n

ac = とおくと、

1
1

1
3 3
ac = =

より、 1
1
9n nc c+ − = となるので、数列{ }nc は

初項
1
3
、公差

1
9
の等差数列となる。

よって、

1 1 1 2( 1)
3 9 9 9nc n n= + − = +

となり、
3

n
n n

ac = より、

1 2
3 9 9

n
n

a n= +

となるので、

2 21 23 3 2 3
9 9

n n n
na n n− − = + = ⋅ + ⋅ 

 

となる。 

つまり、漸化式 

2 1 0n n na pa qa+ ++ + =  ( , 0p q ≠ )

ではじめの 2項 1 2,a a がわかっているとき、

特性方程式
2 0t pt q+ + = 解を ,α β とする。

そして、この漸化式を 

2 1 1( )n n n na a a aα β α+ + +− = −  …(3)

の形に変形する。そして、α β≠ のときは、

(3)の形を 2 つ作りだして求める。一方、

α β= のときは、(3)に代入して求めること

ができる。

２－２．隣接４項間漸化式 

例題 3 

1 2 31, 2, 5,a a a= = =

3 2 110 31 30 0n n n na a a a+ + +− + − =  

によって定められる数列{ }na の一般項を

求めよ。

（解） 特性方程式
3 210 31 30 0t t t− + − =

を解くと、t ＝2, 3, 5 とわかる。それぞれを

順に , ,α β γ とする。 

はじめに、 1n n nb a aα+= − とおいたとき、

1 2n n nb a a+= − より、与えられた漸化式は、 

2 18 15 0n n nb b b+ +− + =  

となる。このとき、 1 20, 1b b= = とわかり、

隣接 3 項間漸化式となる。ゆえに、 

2 1 13 5( 3 )n n n nb b b b+ + +− = −  

と変形できる。よって、この漸化式は

1
1 3 5n

n nb b −
+ − = ． …(4) 

同様にこの漸化式は、



2 1 15 3( 5 )n n n nb b b b+ + +− = −

と変形できる。よって、この漸化式は

1
1 5 3n

n nb b −
+ − =  …(5) 

となる。(4), (5)より、 
1 15 3

2

n n

nb
− −−

= ．

また、同様に 1n n nc a aβ+= − とおいたと

き、 1 3n n nc a a+= − となり、

2 17 10 0n n nc c c+ +− + =

とできる。このとき、 1 2 1c c= = − とわかり、

隣接 3 項間漸化式を得る。すると、 

2 1 12 5( 2 )n n n nc c c c+ + +− = −

と変形できる。よってこの漸化式は

1
1 2 5n

n nc c −
+ − = ． …(6) 

同様にこの漸化式は

2 1 15 2( 5 )n n n nc c c c+ + +− = −  

と変形できる。よってこの漸化式は

1
1 5 2n

n nc c +
+ − =  …(7) 

となる。(6), (7)より、 
1 15 2

3

n n

nc
− +−

= ．

よって、

1 1

1
5 32

2

n n

n na a
− −

+
−

− = , 

1 1

1
5 23

3

n n

n na a
− +

+
−

− =

とわかる。したがって、

1 25 3 2
6

n n n

na
− +− +

= ．

異なる視点で隣接 4 項間漸化式を考えて

みる。

例題 4 

, ,α β γ を 3 次方程式 
3 2 0x px qx r+ + + =  ( , ,p q r は定数) 

の 3 つの解とし、 , ,A B C を定数とする。

このとき、
n n n

nx A B Cα β γ= + +  ( n =1, 

2, 3, …)と定めれば、関係式 

3 2 1 0n n n nx px qx rx+ + ++ + + =  

が成り立つことを証明せよ。

（解） それぞれ以下のように表せる。

3 3 3
3

n n n
nx A B Cα β γ+ + +
+ = + +  

2 2 2
2 ( )n n n

npx p A B Cα β γ+ + +
+ = + +  

1 1 1
1 ( )n n n

nqx p A B Cα β γ+ + +
+ = + +  

( )n n n
nrx r A B Cα β γ= + + ． 

これらを加えると、

3 2 1n n n nx px qx rx+ + ++ + +
3 3 3( )n n nA B Cα β γ+ + += + +  

2 2 2( )n n np A B Cα β γ+ + ++ + +  
1 1 1( )n n np A B Cα β γ+ + ++ + +  

( )n n nr A B Cα β γ+ + +  
3 2( )nA a pa qa rα= + + +  

3 2( )nB p q rβ β β β+ + + +  
3 2( )nC p q rγ γ γ γ+ + + +  

0 0 0n n nA B Cα β γ= × + × + ×  

0.=  

例題 4 より、隣接 4 項間漸化式の一般項

が求めることができる。

1 2 3, ,a a a と解 , ,α β γ を用いて , ,A B C

を求め、一般項を導出する。

n n n
na A B Cα β γ= + + に n ＝1, 2, 3 を

代入して、



1a A B Cα β γ= + +  …(Ⅰ) 
2 2 2

2a A B Cα β γ= + +  …(Ⅱ) 
3 3 3

3a A B Cα β γ= + +  …(Ⅲ) 

{(Ⅰ)×α －(Ⅱ)}× β －{(Ⅰ)× 2α －(Ⅲ)}を

計算すると、

1 2 3( )a a aαβ α β− + +
2 2 3( )C αβγ βγ αγ γ= − − +  

( )( )Cγ γ α γ β= − −  

より、

1 2 3( )
( )( )

a a aC αβ α β
γ γ α γ β
− + +

=
− −

を得る。この式の対称性を考えると、

1 2 3( )
( )( )

a a aA βγ β γ
α α β α γ

− + +
=

− −

1 2 3( )
( )( )

a a aB γα γ α
β β γ β α

− + +
=

− −

これらを代入すると、

1 2 3( )
( )( )

n
n

a a aa βγ β γ α
α α β α γ

− + +
=

− −
 

1 2 3( )
( )( )

na a aγα γ α β
β β γ β α

− + +
+

− −

1 2 3( )
( )( )

na a aαβ α β γ
γ γ α γ β
− + +

+
− −

となる。

 このように、特性方程式が重解ではなく、

異なる解をもつ場合については一般化する

ことができた。

３．結論 

教科書[2]に掲載された隣接 2 項間漸化式

をもとに、隣接 3 項間の特性方程式の重解

になる場合と重解にならない場合の解法お

よび隣接 4 項間漸化式における特性方程式

が重解でない場合の一般項が導出できた。

４．今後の課題 

今回は隣接 4 項間までを考えた。隣接 4

項間漸化式において、特性方程式が重解で

ない場合は一般化ができた。しかし、重解

の場合はまだわかっていない。よって、こ

れからは隣接 4 項間漸化式において特性方

程式が重解になる場合の解法および一般化

を試みようと思う。また、隣接 2 項間漸化

式では 1 次の特性方程式、隣接 3 項間漸化

式では 2 次の特性方程式、隣接 4 項間漸化

式では 3 次の特性方程式を解いたことから、

n 項間漸化式では ( 1)n − 次の特性方程式を

解くことにより、一般項を導けるのではな

いかと予想できる。これらについて、研究

を深めていきたい。

５．参考文献 
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グラフの最短経路とフェルマー点 

5 年 C 組 松川 賢太朗

指導教員 川口 慎二  

１．要約

サイエンス研究会数学班 5 年生はグラフ理論について研究している。今回は、シュタイ

ナー問題のフェルマー点について、最小全域木問題に関連する考察を行った。

キーワード シュタイナー問題、フェルマー点、最小全域木問題

２．研究の背景と目的

グラフG の任意の 2 点 ,u v に対して、u

と vを結ぶ辺がG 内にあるとき、グラフG
は連結であるという。連結グラフから適当

な辺を取り除いていき、閉路をもたない木

のことを全域木といい、グラフから辺を選

び、選ばれた辺でグラフ全体を連結にする

問題を最小全域木問題という。ただし、選

ばれた辺の重みの総和を最小にすることが

条件である。

３．研究内容

３－１．シュタイナー問題

平面上に n 個の点が存在するとき、これ

らを線分で結び最短ネットワークを見つけ

るという問題を考える。ただしこのとき、

任意の点を付け加えてもよい。このような

問題は点を「都市」、線分を「経路」に見立

てることで都市を結ぶ最短経路を考える問

題となる。

点の個数に応じて、最短経路について考

えることにする。

(1) 3n = のとき

3 点 A, B, C について、PA＋PB＋PC が

最小になる点 P を考える。△ABC の最大角

を∠A とする。 

(ⅰ) ∠A≦120°のとき 

求める点Pは△ABCのフェルマー点であ

る。つまり、フェルマー点から 3 点 A, B, C

へ結んだ線分の和が最短経路となる。

△ABC のフェルマー点とは、3 頂点 A,B，

C からの距離の和を最小にする点 P のこ

とをいう。ただし最大角の大きさが 120°

以下であることが存在の条件となること

が知られている。フェルマー点 P は∠APB

＝∠BPC＝∠CPA＝120°を満たす。 

(ⅱ) ∠A＞120°のとき 

2 つの線分 AB, AC をつないでできる折

れ線が最短経路となる。

＜フェルマー点の作図方法＞

フェルマー点は、トリチェリの作図法を



用いることで作図することができる。△

ABC のフェルマー点について考える（図 1

参照）。

①ACを一辺とする正三角形ACDをかく。 

②△ACD の外接円 O をかく。

③BDを結び、円Oとの交点をPとする。

この点 P がフェルマー点となる。 

図 1 

図 2 

ここで、図 2 の点 P が△ABC のフェルマ

ー点であることを示す。

（証明）

3 点 A, B, C において、△ABC の内部に

点 P をとる。点 A と点 P を、C を中心にし

て反時計回りに 60°回転させた点をそれぞ

れA’, P’とする。△APCと△A’P’Cにおいて、

2 辺挾角相等より△APC≡△A’P’C である。 

ゆえに、AP＝A’P’, P’P＝CP より、 

AP＋BP＋CP＝A’P’＋P’P＋PB≧A’B 

となる。A’P’＋P’P＋PB が A’B と一致する

とき最小値をとる。よって P は A’B 上にあ

る。同様にして、P は DC 上にある。よっ

て P は A’B と DC の交点である。 

図 3 

(2) 4n = のとき

正方形にトリチェリの作図を繰り返し用

いると図 4 のようになる。 

図 4 

AG＋DG＋GH＋BH＋CH が最小となる

ことを示す。これは図 3 の証明と同様に行

った。

（証明）

AD, BC を一辺とする正三角形 ADE と



BCF をかく。点 G を、D を中心に反時計回

りに 60°回転させた点を I とおく。また点 H

を、B を中心に反時計回りに 60°回転させ

た点を J とおく。また△AGD と△EID に

おいて、DG＝IG, AD＝ED より、

△AGD≡△EID なので、AG＝EI である。

同様にして CH＝JF なので、これらより

AG＋DG＋GH＋BH＋CH 

＝EI＋IG＋GH＋HJ＋JF 

となる。I, G, H, J が直線 EF 上にあるとき

が最小となる（図 5 参照）。 

図 5 

これにより、トリチェリの作図を繰り返

し用いることでフェルマー点を作図できる

ことがわかる。

(3) 5n = のとき

トリチェリの作図を繰り返し用いて、図

6 のように作図した。 

その結果、図 6 のように五角形 ABCDE

の内部に F, G, H の 3 つのフェルマー点が

できる。

図 6 

(4) 6n = のとき

最短経路は正六角形 ABCDEF の辺をつ

ないだ閉路になった。

図 7 

(5) 7n = のとき

このとき、図 8 のように、フェルマー点

が正七角形の外部に作成されてしまったた

め作図に失敗してしまったと思われる。 



図 8 

３－２．クラスカル法

最小全域木問題の解法には主に 2 つのア

ルゴリズムがあり、その 1 つが以下のクラ

スカル法である。

＜手順＞

グラフ内の辺のうち、重みが小さいもの

から順に注目し、その辺を加えても閉路が

できない場合にはその辺を枝として加える。

同じ重みの辺が複数本ある場合については、

順番は任意である。

図 9 のような重み付きグラフに対して、

手順にしたがって辺を選択していくと、図

10 のような木を得る。 

図 9 

図 10 

３－３．プリム法

次に、注目する頂点を 1 つ決め、そこを

スタート地点とし、頂点を次々に取り込む

ことによって頂点を連結していく方法であ

るプリム法を用いて考察する。

＜手順＞

頂点を 1 つ選ぶ（図 11 では A としてい

る）。A に連結している 3 辺 AB, AD, AG に

注目して重みが最も小さい辺を選ぶ。この

とき、AD の重みが最も小さいため、これ

を A に連結させる。この操作を閉路ができ

ないように繰り返す。

例えば図 11 において、頂点 B に到達し

たとき、B と A を連結させてしまえば、閉

路 ABCD ができてしまい不適となる。この

場合は、ひとつ前の頂点である C に戻って、

まだ連結していない辺の中からまた重みが

最も小さい辺を選んで連結していく。

今回はプリム法を利用して、日本地図の

県庁所在地を結ぶ最小全域木を作成した。



図 11 

＜方法＞

図 12 のように地図の県庁所在地をグラ

フの頂点として設定し、隣接している県を

辺（赤い辺で表示）で結んだ。このとき、

重みはそれぞれの県庁所在地の距離を用い、

海を渡る場合（青い辺で表示）は重みを 2

倍することにした。ただし、今回は地図の

都合上、札幌と那覇は除外した。

＜結果＞

図 13 のように、A7, A10, A20, A34, A38, A41

の 6 つの分岐点を確認できた。 

県庁所在地同士の直線距離だけで重みを

決めているため、精密なグラフは作成でき

ていないのではないかと考えられる。分岐

点ができる条件があるのではないかと予想

している。

４．今後の課題 

フェルマー点の作図に 7n = のときに失

敗してしまった。フェルマー点に関する考

察を深め、第 2 フェルマー点についての考

察などをあわせて行っていきたい。

日本地図にプリム法を用いて最小全域木

を作成したものの、設定がまだ甘く直線距

離での評価しか行っていないため精度が低

いと思われる。条件をもう少し綿密に設定

したい。

５．参考文献 

[1] web サイト「高校数学の美しい物語」

https://mathtrain.jp

[2] web サイト「トリチェリの問題」

http://www004.upp.so-net.ne.jp/s_hon

ma/reminder.htm

[3] 「グラフ理論入門—基本とアルゴリズ

ム」， 宮崎修一，森山出版 (2015)
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図 12 

図 13 



n 次方程式の解の範囲について 

5 年 C 組 古宮 昌典 
指導教員 川口 慎二

１．要約 

サイエンス研究会数学班 5 年生は代数方程式について研究している。今回は、 n 次方程

式における解の存在範囲をよい精度で与える公式を作ることを目標とし、その目標のため

に不等式について学習した。

キーワード n 次方程式、解、絶対値、不等式評価 

２．研究の背景と目的 

私は今年度 11 月に行われた ISSS に参加

し、ベトナム国家大学ハノイ校自然科学大

学附属英才高校(HSGS)で数学の授業を受

けた。そのとき、 n 次方程式における解に

ついての議論があった。そこで、その議論

をより深めていくことで、さらに n 次方程

式の解についての詳しい結果が得られると

考え、本稿にまとめることにした。

３．研究内容 

HSGS で受けた授業で以下の定理を知っ

た。

定理１

複素数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、
0 1
max i

i n
n

a M
a−

=
≦≦

とするとき、

1x M< +  

が成り立つ。

（証明）

方程式を以下のように変形する。

1

0

n
n ii

i n

ax x
a

−

=

= −∑
両辺の絶対値をとり、三角不等式を用いる

ことで以下を得る。

1

0

n
n ii

i n

ax x
a

−

=

≤∑

ここで、
0 1
max i

i n
n

aM
a−

=
≦≦

より以下を得る。 

1

0

n
n ii

i n

ax x
a

−

=
∑≦

1

0

n
i

i
M x

−

=
∑≦

( )1

1

xM x

x

−
=

− 1

nM x
x

<
−

両辺を 0nx > で割って、1
1

M
x

<
−

．



ここで、 1x > のとき、 1 0x − > であるか

ら、 1x M− < ．

よって、 1x M< + を得る。 (Q. E. D.) 

実際に、6 次方程式 
6 5 4 3 221 7 3 2 17 10 0x x x x x x− + − + − + =

について、この定理１を用いると、 22x <

となる。実際の解は 20.67x < なので、精

度はよい。しかし、6 次方程式 
6 5 4 3 27 3 2 17 10 0x x x x x x− + − + − + =  

について、定理１からは 18x < が得られる

が、実際は 2.67x < であり、精度が悪い。

このように、係数によっては精度が悪くな

る。特に、M が高い次数の係数である場合

には精度はよいが、低い次数の係数である

場合は精度が悪くなるのではないかと考え

た。

定理２

複素数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、
0 2

max i

i n
n

a M
a−

=
≦ ≦

とするとき、

( )1 1
2

1 1 4
max , 1

2

n n

n n

a a
a a M

x
− −

 
+ + − + 

 
 
 

≦

が成り立つ。

（証明）

1x > のとき、方程式を以下のように

変形できる。

nx
2

11

0

n
n in i

in n

a ax x
a a

−
−−

=

+∑≦

2
11

0

n
n in

in

a x M x
a

−
−−

=

+∑≦

1
11 1

1

n
nn

n

xa x M
a x

−
−− −
+ ⋅

−
≦

1
11

1

n
nn

n

xa x M
a x

−
−−< + ⋅

−

両辺を
1 0nx − > で割り、整理すると、

2 1 11 0n n

n n

a ax x M
a a
− −

 
− + + − <  
 

．

これを x について解くと、

( )1 1
2

1 1 4

2

n n

n n

a a
a a M

x
− −+ + − +

<

を得る。ここで、

( )1 1
2

1 1 4
1

2

n n

n n

a a
a a M− −+ + − +

<  

のときは 1x > に矛盾するため、 1x≦ とな

る。ゆえに、



( )1 1
2

1 1 4
max ,1

2

n n

n n

a a
a a M

x
− −

 
+ + − + 

 
 
 

≦

となる。 (Q. E. D.) 

定理２において、特に 1n na a− = のとき、 

1 1n

n

a
a
− = であるから、 1x M< + が成り

立つ。

実際に、6 次方程式 
6 5 4 3 27 3 2 17 10 0x x x x x x− + − + − + =  

について定理２を用いると、 5.13x < が得

られ、定理１よりも精度の良い結果となる。 

しかし、 1n

n

a M
a
− = である場合、 1x M< +

となり、定理 1 と同じ値となる。 1n

n

a M
a
− =

の場合を除けば、定理２は定理１よりもよ

い精度の値を与える(ただし、 1M≧ )。 

定理３

複素数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、

1
1 0 2

max ,mi

i n
n n

aaM
a a−

= =
≦ ≦

 

2

1
2 0 2,

max ,mi

i n i m
n n

aaM
a a− ≠

= =
≦ ≦

1 2

2
M MG +

= とする。 2 1m m> を満たすと

き、

( )1 1
2

1 1 4
max , 1

2

n n

n n

a a
a a G

x
− −

 
+ + − + 

<  
 
 

が成り立つ。

（証明）

方程式を変形して、次を得る。

2
11

0

n
n n in i

in n

a ax x x
a a

−
−−

=

+∑≦

ここで、 10 2,i n i m− ≠≦ ≦ において、 

0i

n

aG
a

− ≧

が成り立つ。よって、 1x > のとき、

2 2

0 0

n n
i ii

i i n

aG x x
a

− −

= =

−∑ ∑

1 2

1 2

, 2
ii

i m m n

aM M x
a=

 +
−  

 
∑≧

1 21 2 1 2

2 2
m mM M M Mx x− + −
+≧

( )2 11 2

2
m mM M x x−
−≧ 0≧  

ゆえに、



2 2

0 0

n n
i ii

i in

a x G x
a

− −

= =

≤∑ ∑

を得る。ここで、

2
11

0

n
n n in

in

ax x G x
a

−
−−

=

+∑≦

1
11 1

1

n
nn

n

xa x G
a x

−
−− −

= + ⋅
−

1
11

1

n
nn

n

xa x G
a x

−
−−< + ⋅

−

両辺を
1 0nx − > で割り、x について解くと、 

( )1 1
2

1 1 4

2

n n

n n

a a
a a G

x
− −+ + − +

<

を得る。ここで、

( )1 1
2

1 1 4
1

2

n n

n n

a a
a a G− −+ + − +

<  

のときは 1x > に矛盾するため、 1x≦ と

なる。ゆえに、

( )1 1
2

1 1 4
max ,1

2

n n

n n

a a
a a G

x
− −

 
+ + − + 

≤  
 
 

である。 (Q. E. D.) 

実際に、6 次方程式 
6 5 4 3 27 3 12 20 5 0x x x x x x− + − + − + =  

について定理３を用いると、 5x < が得 

られる。定理２から得られる値は 5.47x <  

なので、精度が上がっている(実際の解は 

2.48x < )。また、 1M と 2M の差が大きい 

ほど、有用である。しかし、 1 2m m> であ 

るときは定理を適用させることができない。 

定理４

複素数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、 2 01, , ,n

n n n

a aa
a a a
−  を大きい順

に並べたものを 2 1 0, , ,nS S S−  とする。ま

た、
0 3

1

max i

i n
i

SK
S−

+

=
≦ ≦

とし、

( )1 1
2

24

2

n n

n n

a a
na aK K S

A
− −

−+ + − +
=

とするとき、 ( )max ,1x A≦ が成り立つ。 

（証明）

まず、以下の補題が成り立つ(参考文献

[2]を参照したが、証明は自分で行った)。

補題１（並べ替え不等式）

1 2 1 ,n np p p p−≦ ≦ ≦ ≦  

1 2 1n nq q q q−≦ ≦ ≦ ≦

なる実数 ,i ip q において、和 

( )
11 2 1, , ,

nn i n iT i i i p q p q= + + 



を考えるとき、このうちで最大のものは

( )1, 2, ,T n である。 

（補題１の証明）

数学的帰納法で示す。

2n = のとき、 

( ) ( )1, 2 2, 1T T−  

1 1 2 2 1 2 2 1p q p q p q p q= + − −

( ) ( )1 1 2 2 2 1p q q p q q= − + −

( )( )2 1 2 1p p q q= − − 0≧  

より、 ( ) ( )1, 2 2, 1T T≧ を得るので、命題

は成り立つ。

n k≦ のとき、任意の ( )1 2, , , nT i i i に

おいて ( ) ( )1 21, 2, , , , , nT n T i i i ≧ が

成り立つと仮定する。

このとき、 1n k= + において、 

( )1 2 1, , , kT i i i +

1 11 1k ki k i k ip q p q p q
++= + + +

である。

ここで、 1 1ki k+ = + のときは仮定より、

( )1 2 1, , , kT i i i +

11 1 1ki k i k kp q p q p q+ += + + +

1 1 1 1k k k kp q p q p q+ ++ + +≦

( )1, 2, , 1T k= +  

となり、命題は成り立つ。

1 1ki k+ ≠ + のとき、 1ji k= + となる j を

とる。

2j ≧ のとき、仮定より、 

( )1 2 1, , , , ,j kT i i i i + 

1 11 1j ki j i k ip q p q p q
++= + + + + 

1 1 1 1j jp q p q− −+ +≦

1 1 1j k j j k kp q p q p q+ + ++ + + +

1 1 1 1j jp q p q− −+ +≦

1 1 1 1j j j j k kp q p q p q+ + + ++ + + +

( )1, 2, , 1T k= +  

となり、命題は成り立つ。

1j = のとき、仮定より、 

( )1 2 1, , , kT i i i +

2 11 1 2 1 kk i k ip q p q p q
++ += + + +

1 1 2 1 1 1k k k k kp q p q p q p q+ − ++ + + +≦

1 1 1 1 1 1k k k k k kp q p q p q p q− − + ++ + + +≦

1 1 1 1 1 1k k k k k kp q p q p q p q− − + ++ + + +≦

( )1, 2, , 1T k= +  

となり、命題は成り立つ。

よって 1n k= + についても命題は成り立

つので、示された。 (Q. E. D.) 

（定理４の証明）

方程式を変形して、次を得る。
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ここで、 1x > のとき、補題１より
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i
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が成り立つので、以下を得る。
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ここで、
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xa x S
a x K
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ゆえに、両辺を
1 0nx − > で割って、

1
2

1n
n

n

ax S
a x K
−

−< + ⋅
−

x K> のとき、 0x K− > であるから、

( ) ( )1
2

n
n

n

ax x K x K S
a
−

−− < − +

整理して、

2 1 1
2 0n n

n
n n

a ax K x K S
a a
− −

−

 
− + + − <  
 

を得る。これを x について解くと、

( )1 1
2

24
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n n

n n

a a
na aK K S

x A
− −

−+ + − +
< =  

を得る。

しかし、 1A ≤ のときは、 1x > に矛盾す

るので 1x ≤ である。ゆえに、 

( )max ,1x A≤  

である。 (Q. E. D.) 

6 次方程式 
6 5 4 3 22 15 5 7 10 3 0x x x x x x− + + + + + =

について、この場合は定理３を用いること

ができないが、定理４を用いると 5.29x <

が得られる。定理２から得られるのは

5.41x < なので、少し精度があがっている。 

ちなみに、実際の解は 3.92x < である。 



しかし、0 2i j n< −≦ ≦ であって、 

i ja a= なるものが存在する場合、 1K =

となるので、定理２と同じ値になってしま

う。

定理５

複素数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、 2 01, , ,n

n n n

a aa
a a a
−  を大きい順

に並べたものを 2 1 0, , ,nS S S−  とする。

ま た 、 2

0 3
min ,

2
n i

i n

S Sm
n i

−

−

−
=

− −≦ ≦

1 ,n

n

a a
a
− =

2nS b− =  とする。このとき、

2

2 2

( ) ( 2 1)1
2 4 2 2

a b a b mx
a b ab a b

+ + + −
< +

+ + + +
が成り立つ。

（証明）

並べ替え不等式(補題１)を用いて方程式

を変形し、以下を得る。
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ここで、任意の k に対して、 
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ゆえに、
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となるので、
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両辺を
1 0nx − > で割って整理すると、

( ) ( )21
21 1 0n

n
n

ax x S x m
a
−

−

 
− − − − − <  

 
 

ここで、

( )21( ) 1n

n

af x x x
a
−

 
= − −  
 



( )2 1nS x m−− − −  

とすると、 ( )f x のグラフは y 軸に関して対

称であるから、 0x≧ の範囲で考えればよい。

このとき、

2 1 1
2

'( )

3 2 2 1 2n n
n

n n

f x

a ax x S
a a
− −

−

   
= − + + + −      

   

となるので、

( )1 1 1
2

22 2 6 3 3

3

n n n

n n n

a a a
na a a S

x
− − −

−+ ± + − − +
=

( )1 1
2

22 1 3

3

n n

n n

a a
na a S− −
−+ ± − +

=

のとき、 '( ) 0f x = となる。また、 

( )1 1
2

22 1 3

3

n n

n n

a a
na a S− −
−+ − − +

( )1 1
2

2 1

3

n n

n n

a a
a a
− −+ − −

≤

1 12 1

3

n n

n n

a a
a a
− −+ − −

=

1 12 1

3

n n

n n

a a
a a
− −+ − +

≤ 1= ． 

ここで、逆三角不等式 s t s t− ≤ − を

用いている。

( )1 1
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22 1 3

3

n n

n n

a a
na a S− −
−+ + − +

( )1 1
2

2 1

3

n n

n n

a a
a a
− −+ + −

≧

1 12 1

3

n n

n n

a a
a a
− −+ + −

=

1 12 1

3

n n

n n

a a
a a
− −+ + −

≧ 1=  

が成り立つ。よって、 ( )f x のグラフは図１

のようになる。

図１

いま、
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( )1 1
2

22 1 3

3

n n

n n

a a
na a S− −
−+ + − +

≦

1 1
22 1 3

3

n n

n n

a a
na a S− −
−+ + − +

=

1 1

2
2 1

3 3

n n

n n

a a
a a nS− −

−
+ + +

+≦



1
21 n

n
n

a S
a
−

−+ +≦ 1 a b= + +

が成り立つ。

よって、 ( )f x のグラフ上の点 

( )1 , (1 )a b f a b+ + + + を通り ( )f x に接す

る直線と x 軸の交点の x 座標を d とすると、

( ) 0f x < をみたす x は x d< も満たす。 

1c a b= + + とおく。 ( ), ( )c f c を通り 

( )f x に接する直線の方程式は以下のよう

になる。

'( )( ) ( )y f c x c f c= − +  
0y = を代入し、 x について解くと、 

( )
'( )

f cx c
f c

= − ．

よって、

( )
'( )

f cx c
f c

< −

が成り立つ。

1c a b= + + を代入し、計算すると、 
2

2 2

( ) ( 2 1)1
2 4 2 2

a b a b mx
a b ab a b

+ + + −
< +

+ + + +
を得る。 (Q. E. D.) 

証明の後半部分について、ニュートン法

を用いてグラフと x 軸の交点を求めている。

一般に、漸化式

( )
( )1 '

n
n n

n

f x
x x

f x+ = −

を順に計算していくことでより精度の高い

値が得られる。

定理５は、定理３が使えず、定理４で得

られる値が定理２と同じになってしまう場

合に有用な公式であると考えた。しかし、

実際の方程式に適用させると、定理５は定

理２と同程度かそれ以下の精度であること

がわかった。

例えば、6 次方程式 
6 5 4 3 22 15 5 5 10 3 0x x x x x x− + + + + + =  

について、定理５を用いると、 5.8x < が

得られる。しかし、定理２から得られる値

は、 5.41x < であり、定理５のほうが精度

が悪い(実際の解は 3.92x < )。 

 これは、ニュートン法の計算回数を増や

すことで、ある程度精度をあげることがで

きると考えられる。

定理６

複素数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、 2 01, , ,n

n n n

a aa
a a a
−  を大きい順

に並べたものを 2 1 0, , ,nS S S−  とする。ま

た、 32
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= とするとき、
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が成り立つ。



（証明）

方程式を変形し、並べ替え不等式を用い

ると、 1x > のとき、次を得る。
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両辺を
1 0nx − > で割り、 x について解くと、 
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を得る。いま、 22
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ここで、
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≤ のとき、

1x > に矛盾するので、 1x ≤ ． 

ゆえに、

( )1 1
2

24
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である。 (Q. E. D.) 

この定理は 2nS − と 3nS − の差が大きいが、

定理３が使えないとき、有用である。

6 次方程式 
6 5 4 3 22 17 2 2 2 2 0x x x x x x− + + + + + =  

について、この場合、定理３が使えず、定

理４で得られる値が定理２と同じになって

しまう。定理６を用いると、 5.48x < が得

られる。定理２から得られる値は 5.66x <

なので、定理２よりも精度はよい(実際の解

は 4.14x < )。しかし、 2nS − と 3nS − の差が

小さいときや n の値が大きいときは定理２

で得られる値とほとんど等しくなる。

定理７

複素数変数 x に関する n 次方程式 
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n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、
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とおくとき、
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が成り立つ。

（証明）

まず、以下の補題が成り立つ。

補題２（Young の不等式） 
非負実数 ,p q および 1s t+ = なる正の実

数 ,s t について、以下が成り立つ。 
1 1
s tpq sp tq≤ +

証明は参考文献[4]を参照されたい。 

方程式を変形して、次を得る。
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であるから、補題２よ

り、次が成り立つ。
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ここで、
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− =  1 2

2
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a n B
a
− −
+ = とおくと、

1 2n n nx A x B x r− −≤ + + ．

ゆえに、

1 2 0n n nx A x B x r− −− − − ≦ ．

ここで、

1 2( ) n n nf x x A x B x r− −= − − −

とおくと、 ( )f x のグラフは y 軸に関して対

称であるから、 0x ≥ の範囲で考えれば十分

である。このとき、



1 2 3'( ) ( 1) ( 2)n n nf x nx A n x B n x− − −= − − − −  

( )3 2 ( 1) ( 2)nx nx A n x B n−= − − − −

より、 '( ) 0f x = を解くと、 
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x
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− ± − + −

=

が得られる。しかし、
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であるから、 '( ) 0f x = となるのは、 
2 2( 1) ( 1) 4 ( 2)
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=

のときである。

よって、 ( )f x のグラフは図２のようにな

る。

図２

いま、
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>

であり、 ( ) 0f z r= − < が成り立つ。よって、

点 ( , )z r− を接点とする ( )f x のグラフの接

線と x 軸の交点を ( , 0)D とすると、

( ) 0f x ≦ を満たすすべての x は x D< も

満たす。

( , )z r− を接点とする ( )f x のグラフの接

線の傾きは、

( )3 2'( ) ( ) 2nf z z n z Az B Az B−= − − + +

いま、 z は 2 次方程式
2 0t At B− − =

の解となっているので、
2 0z Az B− − = が

成り立つ。ゆえに、

( )3 2'( ) ( ) 2nf z z n z Az B Az B−= − − + +

( )3 2nz Az B−= +

よって、接線の方程式は、

3 ( 2 )( )ny z Az B x z r−= + − −  

0y = を代入し、 x について解くと、 

3 ( 2 )n

rx z
z Az B−= +

+
したがって、

3 ( 2 )n

rx z
z Az B−< +

+

( )

2
2

1 2

3
2
2

0
3 2 3

n
n ii

n

n n

n n

n
an i

n a
i

a an
a a

z
z z n

−
− −

− −

−
− −
−

=

−
= +

+ + −

∑

となる。 (Q. E. D.) 

6 次方程式 
6 5 4 3 29 5 3 7 10 100 0x x x x x x− + + + + − =

について、定理２では 15.78,x <  定理３で



は 13.43,x <  定理４では 15.74,x <  定

理６では 15.64x < が得られるが、定理７

では 9.68x < が得られる。実際の解は 

8.35x < であり、かなりよい精度である。

1n

n

a
a
− がそれほど小さくなく、低い次数の係

数が大きいとき、これまでの定理よりも精

度のよい値が得られると考えられる。

しかし、 1n

n

a
a
− の値が小さいとき、精度が

悪くなる場合がある。例えば、6 次方程式 
6 5 4 3 22 100 7 10 3 0x x x x x x− + + + + − =  

について、定理２からは 11x < が得られる

が、定理７からは 183162.1x < が得られ、

とても精度が悪い(実際の解は 4.89x < )。 

定理８

実数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、
0 2
max i

i n
n

aM
a−

=
≦ ≦

とすると、

( )1 1
2

1 1 4
max , 1

2

n n

n n

a a
a a M

x
− −

 − + + + 
 
 
 

≦  

が成り立つ。

（証明）

1x > とする。このとき、方程式を以下の

ように変形できる。

2
11

0

n
n n in i

in n

a ax x x
a a

−
−−

=

= − ⋅ +∑

2
11

0

n
n in

in

a x Mx
a

−
−−

=

− ⋅ +∑≦

1
11 1

1

n
nn

n

a xx M
a x

−
−− −

= − ⋅ + ⋅
−

 

1
11

1

n
nn

n

a xx M
a x

−
−−< − ⋅ + ⋅

−
これを x について解くと、 

( )1 1
2

1 1 4

2

n n

n n

a a
a a M

x
− −− + + +

<

を得る。しかし、

( )1 1
2

1 1 4
1

2

n n

n n

a a
a a M− −− + + +

<  

のときは 1x > に矛盾するので、 1x≦ とな

る。ゆえに、

( )1 1
2

1 1 4
max , 1

2

n n

n n

a a
a a M

x
− −

 − + + + 
 
 
 

≦

が成り立つ。 (Q. E. D.) 

6 次方程式 
6 5 4 3 210 2 100 7 10 3 0x x x x x x+ + + + + − =

について、定理２からは 16.47x < が得ら

れる。定理８を用いると 6.92x < を得るの

で、実数解の範囲は 16.47 6.92x− < < であ



ることがわかる。実際の実数解は 10.69 0.2x− < <

である。定理８は、 1n

n

a
a
− の値が大きいほど

有用である。

定理９

複素数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、 2 3 0n na a a− − ≦ ≦ ≦ を満たす

とする。また、
2

0

1
1

n
i

i n

aA
n a

−

=

=
− ∑ とするとき、 

( )1 1
2

1 1 4
max , 1

2

n n

n n

a a
a a A

x
− −

 
+ + − + 

 
 
 

≦  

が成り立つ。

（証明）

まず、以下の補題が成り立つ。

補題３（Chebyshev の不等式） 

1 2 ,np p p≦ ≦ ≦ 1 2 nq q q≦ ≦ ≦ なる

実数 ,i ip q について、以下の不等式が成り立

つ。

1
1 1 1

1 1 1n n n

i n i i i
i i i

p q p q
n n n+ −

= = =

  
  
  

∑ ∑ ∑≦  

証明は参考文献[5]を参照されたい。 

方程式を変形して次を得る。

2
11

0

n
n n in i

in n

a ax x x
a a

−
−−

=

+∑≦

1,x > 2 3 0n na a a− − ≦ ≦ ≦ のとき題３

より、

2 2 2

0 0 0

1
1

n n n
i ii i

i i in n

a ax x
a n a

− − −

= = =

  
   −   

∑ ∑ ∑≦

1 1
1

nx
A

x

− −
= ⋅

−
 

1

1

nx
A

x

−

< ⋅
−

．

ゆえに、

1
11

1

n
n nn

n

xax x A
a x

−
−−< + ⋅

−

両辺を
1nx −
で割り、 x について解くと、

( )1 1
2

1 1 4

2

n n

n n

a a
a a A

x
− −+ + − +

<

を得る。ここで、

( )1 1
2

1 1 4
1

2

n n

n n

a a
a a A− −+ + − +

≦  

のときは、 1x ≤ となり、 1x > に矛盾す

るので、 1x≦ である。ゆえに、 



( )1 1
2

1 1 4
max , 1

2

n n

n n

a a
a a A

x
− −

 
+ + − + 

 
 
 

≦

となる。 (Q. E. D.) 

6 次方程式 
6 5 4 3 22 5 7 10 100 0x x x x x x− + + + + − =

について、定理２からは 11x < を得るが、

定理９からは 5.97x < が得られるので、定

理２よりも精度がよい(実際の解は

2.59x < )。しかし、定理の適用には条件

式を満たす必要があるため、実際に用いる

場面は少ないと思われる。

 定理９とよく似た状況において、以下の

定理が成り立つことが知られている。

定理 10（掛谷の定理） 
複素数変数 x に関する n 次方程式 

1
1 1 0 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =

について、 1 0 0n na a a−> > > > を満たす

とき、 1x < である。 

４．今後の課題 

今回は、 n 次方程式の範囲についてある

程度精度のよい公式を作ることに成功した

が、具体的な解については考察できなかっ

た。今後は具体的な方程式について考える

ことや、整数解、有理数解なども調べてい

きたい。
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正五角形と黄金比Ⅲ

5 年 C 組 古宮 昌典 
指導教員 川口 慎二

１．要約 

サイエンス研究会数学班 5 年生は図形の性質について研究している。今回は、前回の研

究([1]参照)で得られた結果を発展させ、新たに発見した図形の性質を証明することを目標と

した。 

キーワード 正五角形、黄金比、正多角形、外接円、１点で交わる

２．研究の背景と目的 

 正多角形と円は、その対称性の高さなど

から、「美しい」とよく言われる。前回の研

究([1]参照)において、円と正多角形を用い

て考案した図形の性質を考えた。今回は、

正多角形の対称性を活かして新たに発見し

た図形の性質を考察することと、前回の研

究で得られた結果の一般化について考えた。 

３．研究内容 

３－１．正五角形と黄金比 

■黄金比

黄金比とは、
2

51:1 +
のことであり、

2
51+
をφで表すことが多い。黄金比は、

人が最も美しいと感じる比であるといわれ

ている。また、φは、 ,12 += φφ  11
−= φ

φ

という不思議な性質をもっている。正五角

形の１辺と対角線の長さの比は黄金比であ

ることは広く知られている。

■sin18°
XY＝XZ, ∠X＝36°である二等辺三角

形 XYZ を考える。正五角形の１辺と対角線

の長さの比は黄金比であることから、XY と

YZ の長さの比は黄金比である。X から YZ

に垂線を下ろすことで、
φ2
118sin =° が得

られる。

前回の研究では、半径 R の円に内接する

正多角形について、各頂点を中心とする半

径 R の円をかいた図形について考察したが、

さらに作図を加えることで、新たな性質が

得られた。

定理１

点Oを中心とする円Γに内接する正五角

形 54321 AAAAA において、線分 42AA と

53AA の交点を 1B ，線分 53AA と 14AA の

交点を 2B ，線分 14AA と 25AA の交点を

3B ，線分 25AA と 31AA の交点を 4B ，線

分 31AA と 42AA の交点を 5B とする。また、

△ 431 AAB の外接円を 1Σ ，△ 542 AAB の外



接円を 2Σ ，△ 153 AAB の外接円を 3Σ ， 
△ 214 AAB の外接円を 4Σ ，△ 325 AAB の外

接円を 5Σ とし、1 5i≦≦ に対して、 iΣ の中

心をCi する。さらに、 iΣ と直線B Ci i の交

点のうち iB でないほうを iD とする。 

このとき、1 5i≦≦ について、以下の 3 つ

が成り立つ。

(1) iC はΓ上に存在する。 
(2) iΣ の半径とΓの半径の比は黄金比で

ある。

(3) Γの半径と iOD の長さの比は黄金比

である。

図１

（証明）

(1) △ 431 AAB は 4131 ABAB = の二等

辺三角形、△ 431 AAA は 4131 AAAA = の

二等辺三角形であり、 1C は△ 431 AAB の外

心であるから、 1B と 1A と 1C はいずれも辺

43AA の垂直二等分線上にあるので、これ

らの点は同一直線上にある。ここで、 1C は

△ 431 AAB の外心であるから、 
°=∠=∠ 72AAB2ACB 431411 , 

°=∠ 72ACA 411 を得る。一方、弧 14AA に

対する円周角は 72°であるから、円周角の

定理の逆より、 1C はΓ上に存在する。 2C か

ら 5C についても同様である。 (Q. E. D.) 

(2) 明らかに iΣ (1 5)i≦≦ の半径はすべ

て等しいので、 1Σ についてだけ考えればよ

い。Γの半径を r とする。また、O から

53AA へおろした垂線の足を H とする。直



角三角形 HOA3 において、 °=∠ 18HOA3 ,

3OA r= であるから、 sin18OH r= ° ,また、

直角三角形 HOB1 において、

°=∠ 54HOB1 であるから、

1 1

sin18sin 54 OH
OB OB

r °
° = = , 

1
sin18

sin 54
OB r °

=
°

ここで、

)290sin( θ−° θθ 2sin212cos −==  
であるから、

2
2

2
1118sin2154sin
φ

−=°−=°

を得る。ゆえに、

1
sin18

sin 54
OB r °

=
° 2

1
2

1
2

1
r ϕ

ϕ

⋅
=

− 12
r

ϕϕ
=

−

φの性質 ,12 += φφ  11
−= φ

φ
を用いるこ

とにより、

1 12
OB r

ϕϕ
=

− 2 ( 1)
r

ϕ ϕ
=

− −

1
r

ϕ
=

+ 2
r
ϕ

=

を得る。(1)より、 1 11C B OBr= − であるか

ら、

21 1C B rr
ϕ

= − 2
11r
ϕ

 
= − 

 
 

2

2
1r ϕ

ϕ
−

= ⋅ 2
( 1)( 1)r ϕ ϕ

ϕ
− +

= ⋅  

再び、φの性質を用いることで、 
21

21 1C B r ϕ ϕ
ϕ
⋅

= ⋅
φ
1r ⋅=

を得る。したがって、 1Σ の半径とΓの半径

の比は、

1 : 1:r r ϕ
ϕ

× =  

より、黄金比である。 (Q. E. D.) 

(3) 明らかに iOD (1 5)i≦≦ の長さはす

べて等しいので、 1D についてだけ考えれば

よい。Γの半径を r とすると、(2)より、 
1

1 1C B r
ϕ

= ⋅

である。また、

11 1 1 1 1OD OC +C D C Br= = +

であるから、

1OD rr
ϕ

= +
( 1)r ϕ
ϕ
+

=
2rϕ

ϕ
= rϕ=  

したがって、Γの半径と 1OD の長さの比

は黄金比となる。 (Q. E. D.) 

また、次の定理が得られた。

定理２

定理１の図形において、△ 431 BBA の外

接円を 1ω ，△ 542 BBA の外接円を 2ω ， 
△ 153 BBA の外接円を 3ω ，△ 214 BBA の外

接円を 4ω ，△ 325 BBA の外接円を 5ω とし、

1 5i≦≦ に対して、 iω の中心を iE とする。

また、 iA を中心とし、Γの半径を半径とす

る円を iO とし、 3O と 4O の交点を 1 'D ， 4O
と 5O の交点を 'D2 ， 5O と 1O の交点を 'D3 ，

1O と 2O の交点を 'D4 ， 2O と 3O の交点を

'D5 とする。このとき、1 5, 1 5i j≦≦ ≦≦ に

ついて、以下の 2 つが成り立つ。 

(1) iω の半径と jΣ の半径の比は黄金比

である。

(2) Γの半径と 'ODi の長さの比は黄金

比である。



図２ 図３

（証明）

(1) 図２を参照。

1ω の半径と 1Σ の半径の比を調べれば十

分である。Γの半径を r とする。定理１(2)

より、 1Σ の半径は
1r
ϕ
⋅ である。 1E は 1ω の

中心であるから、円周角の定理より、

2 36 723 1 4B E B∠ = ⋅ ° = °  
である。△ 431 BBE と△ 43BOB は、頂角

72°の二等辺三角形で、底辺が 43BB であ

るから、△ 431 BBE ≡△ 43BOB を得る。ゆ

えに、 1ω の半径は

21 3 3E B OB r
ϕ

= =

である。ゆえに、 1ω の半径と 1Σ の半径の比

は、

2 : 1:r r ϕ
ϕ ϕ

=  

より、黄金比である。 (Q. E. D.) 

(2) 図３を参照。

Γの半径と 'OD1 の長さの比を調べれば 

十分である。 3O , 4O , Γの半径は等しい

ので、 OAA'D'DAOA 331144 === ゆえ

に、四角形 314 A'DOA はひし形である。よ

って、△ 'ODA 14 は 'DAOA 144 = であり、

頂角 108°の二等辺三角形である。これは、

△ 354 AAA と相似であり、正五角形の 1 辺

と対角線の長さの比は黄金比であるから、

OA4 と 'OD1 の長さの比も黄金比である。 
(Q. E. D.) 

定理２の図形についてさらに考察する。 

定理３ 

定理２の図形について、 3Σ と 4Σ の交点

のうち 1A と異なるものを 1 'E ， 4Σ と 5Σ の

交点のうち 2A と異なるものを 2 'E ， 5Σ と

1Σ の交点のうち 3A と異なるものを 3 'E ，

1Σ と 2Σ の交点のうち 4A と異なるものを

4 'E ， 2Σ と 3Σ の交点のうち 5A と異なるも

のを 5 'E とする。また、 5O と 2O の交点を

''E1 ， 1O と 3O の交点を ''E2 ， 2O と 4O の

交点を ''E3 ， 3O と 5O の交点を ''E4 ， 4O と



1O の交点を ''E5 とする。このとき、

1 5, 1 5i j≦≦ ≦≦ について、以下の 3 つが成

り立つ。

(1) ii D'D = である。 
(2) 1iO + と iΣ  (ただし 6 1O O= とする)，

jO と 1j+Σ  (ただし 6 1Σ = Σ とする)

は外接する。

(3) ''E'EE iii == である。

図４ 図５

図６



（証明）

(1) 図４を参照。

'D1 と 1D の場合を考えれば十分である。

1B , 1C , 1D は同一直線上にあり、 1B , 1C
は線分 43AA の垂直二等分線上にあること

から、 1D は線分 43AA の垂直二等分線上に

ある。また、四角形 314 A'DOA はひし形で

あるから、 'D1 も線分 43AA の垂直二等分線

上にある。ゆえに、3 点O , 1D , 'D1 は同

一直線上にある。定理１(3)と定理２(2)より、

'ODOD 11 = であるから、 'DD 11 = である。 
(Q. E. D.) 

（２）図５を参照。

1O と 5Σ について考える。Γの半径を r

とする。定理１(2)より、 5Σ の半径は
r
ϕ

で

ある。また、 1O の半径は r である。 
ここで、 1 5A OC 72 36 108∠ = °+ ° = °で

あり、 1 5OA OC= であるから、 1OA と

1 5A C の長さの比は正五角形の一辺と対角

線の比に等しい。ゆえに、 1 5A C rφ= とな

る。すると、

( )1 1 1 1r r r r rφ φ
φ φ

 
+ = + = − + = 

 
 

より、 5Σ の半径と 1O の半径の和は中心間

の距離に等しいので、 5Σ と 1O は外接する。 

(Q. E. D.) 

(3) 図６を参照。

△ 431 BBE ≡△ 43BOB より、点 1E と点

Oは線分 2 5A A に関して対称であるから、 

2 1 5 2 5A E A A OA 144∠ = ∠ = °

また、対称性より 1 1 5 1 1 2A E A A E A∠ = ∠ な

ので、

1 1 5
1A E A (360 144 ) 108
2

∠ = °− ° = °

一方、 1 3 5A B A 180 36 2 108∠ = °− °× = °で

あるから、

1 1 5 1 3 5A E A A B A∠ = ∠

よって、円周角の定理より、点 1E は 3Σ 上に

ある。同様にして、点 1E は 4Σ 上にもある。

いま、明らかに 1 1E A≠ であるから、

1 1E E '= が成り立つ。 

2O と 5O はそれぞれ点 2A ，点 5A を中心

とする円であるから、図形 2 5O O∪ は線分

2 5A A を軸として対称である。よって、点

1E ''と点Oは線分 2 5A A を軸として対称な

ので、これは点 1E と等しい。 
以上より、 1 1 1E E ' E ''= = が示された。 

(Q. E. D.) 

 定理３(2), (3)は一般の正多角形では成り

立たない。図７は七角形の場合である。



図７

３－４．五角形と円 

 五角形について、前回の研究の発展とし

て、以下が成り立つことがわかった。

定理４

半径 r ,中心Oの円に内接する五角形

1 2 3 4 5P P P P P について、頂点 1P , 2P , 3P , 4P , 

5P を中心とする、半径 r の円をそれぞれ

1 2 3 4 5, , , ,Γ Γ Γ Γ Γ とする。また、 3Γ と 4Γ
の交点を 1Q ， 4Γ と 5Γ の交点を 2Q ， 5Γ と

1Γ の交点を 3Q ， 1Γ と 2Γ の交点を 4Q ， 2Γ
と 3Γ の交点を 5Q とし（いずれもOとは異

なる）、 5Γ と 2Γ の交点を 1R ， 1Γ と 3Γ の交 

点を 2R ， 2Γ と 4Γ の交点を 3R ， 3Γ と 5Γ の

交点を 4R ， 4Γ と 1Γ の交点を 5R とする。

そして、線分 3 4R R の中点を 1S ，線分 4 5R R
の中点を 2S ，線分 5 1R R の中点を 3S ，線分

1 2R R の中点を 4S ，線分 2 3R R の中点を 5S
として、線分 2 5Q Q の中点を 1T ，線分 1 3Q Q
の中点を 2T ，線分 42Q Q の中点を 3T ，線分

3 5Q Q の中点を 4T ，線分 4 1Q Q の中点を 5T
とする。このとき、 1 i 5≦ ≦ について、以

下の 2 つが成り立つ。 
(1) i iS T= が成り立つ。 
(2) 五角形 1 2 3 4 5P P P P P と五角形

1 2 3 4 5S S S S S は相似であり、相似比

は 2：1 である。 



図８

（証明）

(1) 図８を参照。

1 1S T= を示す。他も同様である。 
四角形 2 5 3OP Q P はひし形であるから、

52 3OP OP OQ+ =
  

が成り立つ。同様にして、

24 5OP OP OQ+ =
  

が成り立つので、

2
5 2

1
OQ OQOT +

=
 



2
2 3 4 5OP OP OP OP+ + +

=
   

…①

を得る。

四角形 2 3 4OP R P はひし形であるから、 

2 4 3OP OP OR+ =
  

同様にして、

3 5 4OP OP OR+ =
  

が成り立つので、

3 4
1

OR OROS
2
+

=
 



2 3 4 5OP OP OP OP
2

+ + +
=
   

…②

を得る。

①，②より、 1 1S T= である。よって示さ

れた。 (Q. E. D.) 

(2) 先ほどの議論から、1 5≦≦i に対して、 

i k
1 k 5

k i

1OS OP
2

≠

= ∑
 

≦ ≦

が成り立つ。

ここで、点X を 
5

k
k 1

1OX OP
3 =

= ∑
 

を満たす点とする。

このとき、線分 iXP を 1：3 に外分する点

を iS 'とすると、 

i
i

3OX OPOS '
1 3

− +
=

−

 




k
1 k 5

k i

1 OP
2

≠

= ∑


≦ ≦
iOS=



となり、 i iOS ' OS=
 

が成り立つ。ゆえに、

五角形 1 2 3 4 5S S S S S はX を相似の中心とし

て五角形 1 2 3 4 5P P P P P と相似であり、相似比

は 1：2 となる。 (Q. E. D.) 

定理４(2)は一般の多角形では成り立たな

い。なぜなら、 (2 1)n + 角形においては、 

1 2 3
1

OP OP OP OPOS
2

n n n n+ + ++ + +
=

   


が成り立つので、 1
1 2 1

1

1OS OP
2 k

k n
k

+
≠

= ∑
 

≦ ≦

が成

り立つためには 2 1 5n + = が成り立つこと

が必要だからである。

４．今後の課題 

 今回は、特に五角形について円と組み合

わせた図形について考察を行うことができ

た。今後は、一般の多角形について考える

ことや、今回のように「ある多角形でしか

成り立たない性質」に着目して研究を進め

ていきたい。また、考案した図形を反転幾

何にも応用させていきたい。 

５．参考文献 

[1]「正五角形と黄金比Ⅱ」、古宮昌典、奈良

女子大学附属中等教育学校平成 26 年度

SSH 生徒研究論文集、p.55－64 

６．謝辞 

 今回の研究にあたりご指導くださった顧

問の川口先生、ありがとうございました。



自己回避歩行の経路の総数に関する考察

5 年 C 組 古宮 昌典 
指導教員 川口 慎二

１．要約 

サイエンス研究会数学班 5 年生は離散数学について研究している。今回は、ある条件を

満たす経路の総数を求めることに関して、様々なアプローチから調べていくことを目標と

した。

キーワード  不等式、通る点、通る辺、一意性

２．研究の背景と目的 

参考文献[1]において、以下の問題につい

て取り上げられていた。「 n n× のマス目に

おいて、左上端の点から右下端の点まで、

同じ辺、点を 2 度通らずに行く(最短経路で

なくてもよい)方法は何通りあるか。」 
私はこの問題に興味をもち、経路の総数

を数え上げる方法についていくつかのアプ

ローチを用いて考えることにした。

３．研究内容 

参考文献[1]によれば、先ほど挙げた経路

の総数の実際の値は、以下のようになって

いる。

n 経路の総数 

1 2 
2 12 
3 184 
4 8512 
5 1262816 
6 575780564 
7 789360053252 
8 3266598486981642 
9 41044208702632496804 

以下、たて n マス、横 k マスからできる

n k× のマス目について、左上端の点から右

下端の点まで同じ点、辺を 2 度通らずにい

く経路(最短でなくてもよい)の総数を n kP ×

と表すことにする。また、マス目について、

図１のように頂点に名前をつける。

図１

３－１．通る点を定めるアプローチ 

 通る点を決めることで、求める経路の一

部を数えることができる。



定理１

( 1) ( 1)k n
n k n k nP n k C× ++ + + −≧ である。 

（証明）

点の集合 { }1 21 2, , ,
ki i kiV V V  (ただし、

1 m k≦ ≦ について、0 mi n≦ ≦ とする)を考

える。図２，図３のように、これらの点を

通る経路

1 1 2 200 0 1 1 2i i i iV V V V V→ → → →

kki kkV V→ → →

を定めることができる。

図２（点をとる）

図３（経路を作る）

このようにして得られる経路の個数は、

組 ( )1 2, , , ni i i の個数を数えればよいので、 

( )1 nk + 通り …①

存在する。

同様に、点の集合 { }1 21 2, , ,
nj j j nV V V

(ただし、1 m n≦ ≦ について、0 mj k≦ ≦ と

する)に対して 1つの経路を対応させること

ができる。その経路は、

( )1 kn + 通り …②

存在する。

いま、①と②の和について、最短経路が

2 回数えられている。最短経路は、n k nC+ 通

り存在するので、

( ) ( )1 1k n
n k n k nP n k C× ++ + + −≧

が成り立つ。 (Q. E. D.) 

定理１より、 5n k= = とすることで 

5 5
5 5 10 56 6 15300P C× + − =≧  

を得るが、実際の値 5 5 1262816P× = よりも

かなり小さい値となっていて、評価が甘い。 

３－２．領域を分割するアプローチ 

経路によって、マス目全体が 2 つの領域

に分かれることを用いて、以下の定理を得

た。

定理２

,n k を偶数とするとき、 

( 2)( 2)
4 4214 2 14 2

n kn k n k
n kP

− −× + −
× − × +≦



が成り立つ。

（証明）

左上端のマスを S とする。マス目全体が

経路によっていくつかの領域に分けられる

と考える。ある経路について、線分 00 10V V を

含むか線分 00 01V V を含むかのどちらかが成

り立つ。線分 00 10V V を含む場合、 S を含む

領域を黒色で塗り、線分 00 01V V を含む場合、

S を含む領域を灰色で塗ることにする。そ

して、経路によって分けられた領域につい

て、隣り合う領域は異なる色で塗るものと

する。いま、経路上の格子点について、明

らかに 3 つ以上の線分とはつながっていな

いので、すべての領域を黒色、灰色の 2 色

で塗り分けることができる。

図４

 また、色の塗り分けから経路を復元する

ことを考えると、色の境界線が経路の一部

となり、マス目の内部については、経路は

1 つに決まる。また、マス目の周上におい

ても、 S の色によって、経路が 1 つに決ま

る。つまり、色の塗り分けから経路を復元

するとき、それはただ 1 通りに決まる。よ

って、求める経路の総数は、各マス目に対

して黒色か灰色を塗る塗り分け方よりも少

ないので、

2n k
n kP ×
× ≦

が成り立つ。

,n k は偶数であるから、マス目全体を

4
n k×

個の 2×2 のマス目に分けることがで

きる。いま、2 2× のマス目について、図５

のような塗り分けを考える。色の境界が経

路となるが、経路は同じ点、辺を 2 度通ら

ないので、明らかに図５の塗り分けはマス

目全体の中に含まれない。

図５

よって、2×2 のマス目１つについて、図５

の塗り分けを除いた
42 2 14− =  (通り)が

あり得るので、

414
n k

n kP
×

× ≦

が成り立つ。

 さらに、左端および下端のマスがすべて

灰色で塗られている場合を考える。この塗

り分けに対して経路が存在したとすると、

S の色の決め方より、その経路は線分 

00 01V V を含む。よって、この経路は図６の

ように

00 01 02 0 1n nV V V V V→ → → → →

knV→ →



となるので、長方形 10 1( 1) ( 1) 0n k n kV V V V− − の内

部に黒色のマスは存在しない。

図６

逆に、左端および下端のマスがすべて灰

色 で 塗 ら れ て お り 、 さ ら に 長 方 形

10 1( 1) ( 1) 0n k n kV V V V− − の内部に少なくとも１つ

の黒色のマスがあるような塗り分け方を考

える。左端および下端のマスに接している

マスについては、黒色または灰色の 2 通り

が考えられるので、
32n k+ −
通りである。そ

れ以外のマスについては、2×2 のマス目に

分けられており、１つの 2×2 のマス目につ

き 14 通りの塗り方があるので、
( 2)( 2)

414
n k− −

通

りである。この中には、すべてのマスが灰

色で塗られる場合が 1 通りあるので、

( 2)( 2)
432 14 1

n kn k − −
+ − × − (通り)の塗り分けにつ

いては経路が存在しない。同様にして、上

端および右端のマスが黒色で塗られている

場合を考えると、さらに

( 2)( 2)
432 14 1

n kn k − −
+ − × − (通り)の塗り分けにつ

いて経路が存在しないことがわかるので、

求める経路の総数について、

( )( 2)( 2)
4 4314 2 2 14 1

n kn k n k
n kP

− −× + −
× − × −≦

( 2)( 2)
4 4214 2 14 2

n kn k n k − −× + −= − × +
が成り立つ。 (Q. E. D.)

定理２において、 4n k= = とすると、 

4 5 1
4 4 14 2 14 2 37970P × − × + =≦

を得るが、実際の値 4 4 8512P × = よりもかな

り大きい値となっている。

 しかし、定理２の評価はさらに改良する

ことができる。例えば、経路によって作ら

れる色の塗り分けには、図７のようなもの

は含まれない。

図７

また、図８のように、マス目全体が左下、

中央、右上の 3 つの領域に分かれている場

合も経路が存在しない。

図８



３－３．通る辺を定めるアプローチ 

 条件を満たす経路について、通る辺に注

目すると、以下が成り立つことがわかった。 

定理３

条件を満たす経路 X について、X に含ま

れる線分で、 00 10V V に平行なものすべての集

合を 'X とする。このとき、 'X に対して、

条件を満たす経路 X が一意に定まる。 

（証明）

たて n マス、横 k マスのマス目について

考える。0 1, 0i k j n−≦≦ ≦≦ について、

( 1) 'i j ijV V X− ∈ かつ ( 1) 'ij i jV V X+ ∉ を満たす

( 1)i j ijV V− において、点 ijV の次に通る点が１

つに定まることを示せばよい。

すべての0 1m j −≦ ≦ に対して 'imV X∉
または、すべての 1j l n+ ≦≦ に対して 

'ilV X∉ が成り立つときは、明らかに、

0i inV V 上で点 ijV に最も近い点 iaV ( )a j≠ が

ただ１つ存在し、それが次に通る点である。 
ある0 1m j −≦ ≦ で 'imV X∈ となるもの

が 1 つ以上存在し、かつ、ある 1j l n+ ≤ ≤
で 'ilV X∈ となるものが 1 つ以上存在する

場合を考える。

{ }0 ( 1)0 1 ( 1)1 ( 1), , ,i i i i in i nL V V V V V V+ + += 

{ }0 ( 1)0 1 ( 1)1 ( 1) ( 1)( 1), , ,i i i i i j i jM V V V V V V+ + − + −= 

{ }( 1) ( 1)( 1) ( 1), ,i j i j in i nN V V V V+ + + += 

とおく。

図９

点 ijV の次に通る点としてあり得るもの

が複数存在したと仮定すると、それらはす

べて 0i inV V 上にあるため、高々2 つである。

１つは 0 ( 1)i i jV V − 上に存在し、もう 1 つは

( 1)i j inV V+ 上に存在して、どちらも 'X に含ま

れる線分の端点のうち、 ijV に最も近い点と

して選べばよい。

点 ijV の次に通る点が ibV (ただし、 

0 1b j −≦ ≦ )であったとする。いま、点 ijV と

点 00V は１つの経路でつながっている。よっ

て、点 ibV から始めて、 M のいずれの元も

通らずに N のある元を通る経路は存在し

ない。ゆえに、点 ijV を通ってから初めて L

のある元を通るとき、それはM の元である。

それを ( 1)is i sV V + とすると、明らかに 



( 1)is i sV V +→ の順で通る。そして、M の元の

うち最後に通るものを ( 1)id i dV V + とすると、

( 1)id i dV V +→ の順で通る。よって、点 ijV を

通ってから通る M の元の個数は奇数であ

る。また、点 ijV を通ってから初めて N の元

を通るとき、それを ( 1)it i tV V + とすると、

( 1)i t itV V+ → の順で通る。そして、N の元の

うち最後に通るものを ( 1)ie i eV V + とすると、

( 1)ie i eV V +→ の順で通る。よって、点 ijV を通

ってから通る N の元の個数は偶数である。 

一方、点 ijV の次に通る点が icV (ただし、 

1j c n+ ≦ ≦ )であったとすると、同様の議

論より、点 ijV を通ってから通る M の元の

個数は偶数、N の元の個数は奇数となるが、

これは矛盾である。よって、点 ijV の次に通

る点は 1 つに定まる。 
以上より、条件を満たす経路が 1 つに定

まることが示された。 (Q. E. D.) 

定理３の証明について、 00V から ijV へ移

動するまでに Lの元を通る回数は偶数とな

るので、 'X L∩ は奇数であることがわかる。

つまり、マス目の各列には奇数本の、 'X に

含まれる線分が存在する。いま、マス目の

各列から 00 10V V に平行な線分を奇数本取り

出すことを考える。

1 1
1

1 1
0 0

( 1) 0, 2
n n

i n
n i n i

i i
C C

+ +
+

+ +
= =

− = =∑ ∑
より、奇数本取り出す組合せは、2n

通り存

在する。よって、

( )2 2
kn n k

n kP ×
× ≤ =

を得る。

また、定理１は、各列から 1 本の 'X に含

まれる線分を与えていると捉えることがで

きる。

条件を満たす経路 X について、X に含ま

れる点だけを取り出したものを 'X とする

とき、一般に 'X から X に戻すことはでき

ない。例えば、図10の2つの経路について、

通る点の集合はともに図 11 となり、一致す

るからである。

図 10 

図 11 



４．今後の課題 

 今回の研究では必要条件についての考察

が主となってしまったが、今後は十分条件

についても考えていきたい。また、経路と

経路に関する演算を導入し、新たな議論を

することも考えている。

５．参考文献 

[1]動画「『フカシギの数え方』おねえさんと

いっしょ！みんなで数えてみよう！」

https://www.youtube.com/watch?v=Q4g
TV4r0zRs



数学オリンピックの問題に関する研究Ⅱ

5 年 C 組 古宮 昌典 
指導教員 川口 慎二

１．要約 

サイエンス研究会数学班 5 年生は数学オリンピックの問題について研究している。今回

は、数学オリンピックの組合せ論、数論、関数方程式の問題に関して、一般化および考察

を行うことを目標とした。

キーワード  数学オリンピック、一般化、条件を変える

２．研究の背景と目的 

 数学オリンピックの問題は、難解である

とともに、数学的な美しさも併せもってい

る。しかし、数学オリンピックの予選問題

などは、答えだけを求めるものであり、数

学的な広がりをもっていない場合が多い。

昨年度は、主に幾何の問題において考察を

行った。今回は、組合せ論、数論、関数方

程式の問題について考察を行った。

３．研究内容 

３－１．日本数学オリンピック予選の問題 

次の問題は参考文献[1]において「組合せ」

に分類されている、いわゆる「ノンジャン

ル」の問題である。

例題１

 ある数学書がある。二郎君は、この本を

一日に 2 ページずつ読み、三郎君は、この

本を一日に 3 ページずつ読む。ただし二人

とも、このページ数に満たなくても、章が

終わったら、その日の勉強は終了する。こ

の本は 10 章からなり、全部で 120 ページ

ある。この本を読むのに二郎君がかかる日

数と三郎君がかかる日数の差として考えら

れる値のうち最小のものを求めよ。

[日本数学オリンピック 2006 予選] 

この問題の一般化として、以下の問題に

ついて考えた。解法は例題１とほぼ同じで

ある。

問題１

, ,a m n は正の整数で、 n は ( 1)a a + の倍

数であり、 2n a m≧ を満たしている。 

m 章からなり、全部で n ページある数学

書がある。この本を、A 君は 1 日に a ペー

ジ読み、B 君は 1 日に ( 1)a + ページ読む。

ただし二人とも、このページ数に満たなく

ても、章が終わったら、その日の勉強は終

了する。このとき、A 君が読むのにかかる

日数と B 君が読むのにかかる日数の差とし

て考えられる値のうち最小のものを求めよ。 

（解答）

第 1 章を 1p ページ、第 2 章を 2p ページ、



…、第m 章を mp ページとする。ここで、p
ページの章を二人が読むのにかかる日数の

差を ( )f p とし、 

( ) ( ) 1
( 1)

g p f p p
a a

= −
+

とする。このとき、

( ) ( )
1 1 1

1
( 1)

m m m

i i i
i i i

f p p g p
a a= = =

= +
+∑ ∑ ∑  

となるので、 ( )
1

m

i
i

g p
=
∑ の最小値を求めれば

よい。ここで、 q ページの章について、

( 1)q ka a r= + + , 0 ( 1)r a a< +≦ とおくと、 

( ) ( 1) ( 1)
1

ka a r ka a rg q
a a
+ + + +   = −   +   

( 1)
( 1)

ka a r
a a

+ +
−

+

( 1)
1

r rk a ka
a a
   = + + − −   +   

( 1)
rk

a a
− −

+

1 ( 1)
r r r
a a a a
   = − −   + +   

となる。r sa= , 0 1s a< +≦ とかけるとき

を考えると、

( )
1 ( 1)

sa sa sag q
a a a a

   = − −   + +   
( 1)

1 1
s a s ss

a a
+ − = − − + + 

1 1
s ss s

a a
 = − − − + + 

1
ss s

a
= − −

+

1
a

a
−

+
≧

が成り立つ。r ta u= + , 1 u a<≦ とかける

ときは、

1r ta u t
a a

+   = = +      
( 1)

1 1 1
r ta u t a t

a a a
+ +     = =     + + +     

≦

が成り立つので、

( ) ( 1)
( 1)

rg q t t
a a

+ − −
+

≧

( 1) 11
( 1)

a a
a a
+ −

−
+

≧

1
( 1)a a

=
+ 1

a
a

> −
+

となる。よって、 ( )g q は 2r a= のとき、最

小値
1

a
a

−
+

をとる。ゆえに、

( )
1 1

m

i
i

mag p
a=

−
+∑ ≧

を得るので、

( )
2

1 ( 1) 1 ( 1)

m

i
i

n ma n maf p
a a a a a=

−
− =

+ + +∑ ≧

ゆえに、

( )
2

1 ( 1)

m

i
i

n maf p
a a=

 −
 + 

∑ ≧  

が成り立つ。いま、n は ( 1)a a + の倍数なの

で、 ( 1)n la a= + とおくと、 

2 2( 1)
( 1) ( 1)

n ma la a ma
a a a a

   − + −
=   + +   

 

1
mal
a

 = − + 

1
mal
a
 = −  + 

…①

となる。

いま、 2
1 2 1 ,mp p p a−= = = =



2( 1)mp n m a= − − なる数学書が最小値

をとることを示す。

( )
2 2

2 0
1

a af a
a a

   
= − =   +   

より、

1
( ) ( )

m

i m
i

f p f p
=

=∑  

となる。よって、

( )
2 2( 1) ( 1)

1m
n m a n m af p

a a
   − − − −

= −   +   

2( 1)( 1) ( 1)
1

m al a m a la
a

 −
= + − − − − + 

2( 1)( 1) ( 1)
1

m al a m a la
a

  −
= + − − − −  +  

 

( 1)( 1) ( 1)
1

m al m a m a
a
− = − − + − − + 

( 1)( 1) ( 1)
1

m al m a m a
a
− = − − + − + − + 

 

( 1)
1

m al
a
− = + − + 

 …②

①と②が等しいことを示す。 1m − が

1a + の倍数か否かで場合分けをする。 

(ⅰ) 1m − が 1a + の倍数であるとき 
1 ( 1)m c a− = + とかける。 

①において、

{ ( 1) 1}
1 1

ma c a al l
a a

+ +   − = −   + +   

1
al ca

a
 = − + + 

l ca= −
一方、②において、

( 1) ( 1)
1 1

m a c a al l
a a
− +   − − = + −   + +   

l ca= −
よって、①と②は等しい。

(ⅱ) 1m − が 1a + の倍数でないとき 
1 ( 1)m d a e− = + +  (1 1)e a< +≦ とか

ける。

①において、

{ ( 1) 1}
1 1

ma d a e al l
a a

+ + +   − = −   + +   

1 1
ea al da

a a
 = − + + + + 

1 1
ea al da

a a
 = − − + + + 

ここで、 0e ≠ より、
1

1 1 1
ea ea

a a a
 −  + + + 

≧

であるから、 1
1 1 1

ea a ea
a a a
   + = +   + + +   

が

成り立つ。ゆえに、

1
1 1

ma eal l da
a a
   − = − − −   + +   

一方、②において、

( 1) { ( 1) }
1 1

m a d a e al l
a a
− + +   + − = + −   + +   

1
eal da

a
 = + − − + 

 

1
eal da

a
 = − + − + 

ここで、 0e ≠ より、 

1
1 1

ea ea
a a

   − = − −   + +   
が成り立つので、

( 1) 1
1 1

m a eal l da
a a
−   + − = − − −   + +   

よって、①と②は等しい。

(ⅰ)，(ⅱ)より、①と②は等しいことが示さ



れた。

したがって、最小値は

2

( 1)
n ma
a a

 −
 + 

である。 

(終) 

 この問題について、さらに条件を緩める

と、最小値を評価することはできるが、ど

の場合に最小値をとるかはわからなかった。 

３－２．日本数学オリンピック本選の問題 

 次の問題について一般化および考察を行

った。

例題２

k を正の整数、m を奇数とする。このと

き、 nn m− が 2k で割りきれるような正の

整数 n が存在することを示せ。 
[日本数学オリンピック本選 2010] 

 この問題について、一般化した次の定理

が成り立つことがわかった。証明方法は例

題２とほとんど同じである。

定理２

,k mを正の整数、 p を素数とする。この

とき、 ( )1nn pm− + が
kp で割り切れるよ

うな正の整数 n が存在する。 

（証明）

k に関する数学的帰納法で示す。 
1k = のとき、 1n = とすれば、 

( )11 1pm pm− + = −

は
1p p= で割り切れる。 

k t= のとき、ある正の整数 0n が存在し

て、 ( )0
0 1nn pm− + が

tp で割り切れると仮

定する。このとき、 0n は p の倍数でない。 

1k t= + のとき、 

( )0 1
0 1 modn tn pm p +≡ +

であれば 0n が条件を満たす。そうでないと

き、 p の倍数でない正の整数 l が存在し、 

( )0 1
0 1 modn t tn lp pm p +≡ + +

が成り立つ。

ここで、 0n と p は互いに素であるから、

オイラーの定理より、

( ) ( )
1

1
0 1 mod

tp tn pϕ +
+≡

が成り立つ。

( ) ( )1 1 1t t t tp p p p pϕ + += − = −

なので、

( ) ( )1 1
0 1 mod

tp p tn p− +≡

ゆえに、

( ) ( )( )1 1
0 0

t t l
p l p p pn n− −= ≡ 1  ( )1mod tp +

が成り立つ。ここで、 ( )0 1tn n p l p= + − と

おくと、
1mod tp +
において、 

( )0 1tn p l pnn n + −=



( )0 1tp l pnn n −= ⋅ 0nn≡

( )( ) 0

0 1
ntn p l p= + −

( ){ }
0

0

0 0
0

1
n

i n iti
n i

i
C l p p n −

=

= −∑

2i≧ において、 0tip ≡ であるから、 

( ) 0 0

0

1
1 0 01 n nn t

nn C l p p n n−≡ ⋅ − +

( ) 0 0
0 01 n ntp l p n n= − +

( ) 0
01 1nt tp l p n lp pm≡ − + + +  

( ){ }0
01 1ntp l p n l pm= − + + +  

ここで、

( )0 1
0 1 modn tn pm p +≡ +

より、

( )0
0 1 modnn p≡

であるから、

( ) ( ) ( )0
01 1 0 modnl p n l l p l p− + ≡ − + ≡

が成り立つ。ゆえに、

( ){ } ( )0 1
01 0 modnt tp l p n l p +− + ≡

が成り立つので、

( ){ }0
01 1nn tn p l p n l pm≡ − + + +  

( )11 mod tpm p +≡ +

したがって、 ( )1nn pm− + は
1tp +
で割り切

れる。

よって 1k t= + について題意が示された

ので、数学的帰納法より任意の正の整数 k に
ついて題意が示された。 (終) 

 また、例題２の主張を用いると、以下の

定理が得られた。

定理２

3 以上の整数 k について、以下が成り立つ。 

( )( ) ( )1 3 5 2 3 2 1 1 mod 2k k k⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − ≡

（証明）

mod 2k で考える。奇数 a について、オイ

ラーの定理より、

12 1
k

a
−

≡  

が成り立つので、

( )1 2
2 2 1

k k

a a
−

= ≡

を得る。よって、

( ) 2 2 22
k

k kak a a aa a a a a
+ ++ ≡ = ⋅ ≡

が成り立つ。ここで、例題 2 より、 aa を2k

で割った余りは 2k 以下の任意の奇数をと

りえるので、 ( )2 11 3 51 , 3 , 5 , , 2 1
k

k −
− を 2k

で割った余りの集合は{ }1, 3, 5, , 2 1k −

に等しいことがわかる。また、

( ) ( )2 22
k ka aa k aa a a a
− −⋅ − ≡ ⋅ −

2k

a= − 1≡ −

が成り立つので、 3k≧ より、 



( ) ( )
22 1 21 3 51 3 5 2 1 1 1

k k
k

−−
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ≡ − =

を得る。ゆえに、

( ) ( )1 3 5 2 3 2 1k k⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ −

( )2 11 3 51 3 5 2 1
k

k −
≡ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −

1≡  
となる。 (終) 

３－３．国際数学オリンピックの問題 

 以下の関数方程式の問題について、条件

式を変更することで、改題を作成し、解法

がどう変わるのか調べた。

例題３

 実数に対して定義され実数を値にとる関

数 f であって、任意の実数 ,x y に対して、 

[ ]( ) ( ) ( )f x y f x f y =  

が成り立つようなものをすべて求めよ。た

だし、[ ]z は z を超えない最大の整数を表す

ものとする。[国際数学オリンピック 2010] 

（解答）

[ ]( ) ( ) ( )f x y f x f y =  …(*) とする。 

まず、(*)に 0x = を代入して、 

( ) ( ) ( )0 0f f f y =  ．

ゆえに、 ( )0 0f = または ( ) 1f y  =  が成り

立つ。

(ⅰ) ( )0 0f = のとき

(*)に 1x y= = を代入して、 

( ) ( ) ( )1 1 1f f f =  ．

ゆえに、 ( )1 0f = または ( )1 1f  = 

(A) ( )1 0f = のとき

(*)に 1x = を代入して、 

( ) ( ) ( )1 0f y f f y = = 

が成り立つ。逆に、任意の実数 y について

( ) 0f y = が成り立つとき、条件を満たす。 

(B) ( )1 1f  =  のとき

(*)に 1y = を代入して、 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )1f x f x f f x = =  ．

ここで、 1x > のとき、 [ ]
10 1
x

< < が成り

立つ。すると、(*)に [ ]
1y
x

= を代入し、

( ) ( ) [ ]
11f f x f
x

  
=       

( ) [ ]
1f x f
x

   
 =         

( ) ( )0f x f =  

( ) 0f x= ⋅ 0=

を得るが、これは ( )1 1f  =  に反する。よ



って条件を満たす関数は存在しない。

(ⅱ) ( ) 1f y  =  のとき

(*)より、 

[ ]( ) ( )f x y f x= ．

これに 0y = を代入して、 

( ) ( )0f x f= ．

よって、 ( )f x C=  ( C は1 2C <≦ を満た

す定数)とかける。逆に、この関数は条件を

満たす。

以上より、求める関数は

( )f x C=

( C は定数で、 0C = または1 2C <≦ ) 
となる。 (終) 

改題１

 実数に対して定義され実数を値にとる関

数 f であって、任意の実数 ,x yに対して、 

[ ]( ) ( ) ( )f x y f x f y = +  

が成り立つようなものをすべて求めよ。

（解答）

条件式に 0x y= = を代入して、 

( ) ( ) ( )0 0 0f f f = +   ,

( )0 0f  =  ．

また、条件式に 0y = を代入して、 

( ) ( ) ( ) ( )0 0f f x f f x = + = 

を得る。よって、

( )f x C=  (C は定数で、0 1C <≦ ) 

とかける。逆に、この関数は条件式を満た

す。よって求める関数は、

( )f x C=  (C は定数で、0 1C <≦ ) 

である。 (終) 

改題２

 実数に対して定義され実数を値にとる関

数 f であって、任意の実数 ,x y に対して、 

[ ]( ) ( ) ( )f x y f x f y + =  

が成り立つようなものをすべて求めよ。

（解答）

条件式に 0x y= = を代入して、 

( ) ( ) ( )0 0 0f f f =    

ゆえに、 ( )0 0f = または ( )0 1f  =  が

成り立つ。

(ⅰ) ( )0 0f = のとき 

条件式に 0x = を代入して、 

( ) ( ) ( )0 0f y f f y = = 

となる。実際、定数関数 ( ) 0f x = は条件

を満たす。

(ⅱ) ( )0 1f  =  のとき 

( ) ( )0 , 1f f kα= = とおく。まず、

条件式に 0y = を代入して、 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )0f x f x f f x = = 

を得る。また、条件式に 0x = を代入して、 



( ) ( )f y f yα  =  

( ) ( )f y
f y

α
  = 

を得る。次に、条件式に x α= を代入し、

得られた式を用いることで、以下を得る。

[ ]( ) ( ) ( )f y f f yα α  + =    

( ) [ ]( ) ( )1
f y

f y f α
α

+ = ⋅

( ) ( ) ( )1
1

f
f y f y

α
+ = ⋅

( ) ( )1 kf y f y
α

+ = ⋅

( )1f k= より、整数 n について以下が成

り立つ。

( )
1nkf n k

α

−
 = ⋅ 
 

いま、条件式に 0, 1x y= = を代入して、 
[ ]k kα=

[ ]k k
α
=

が成り立つので、

( ) [ ]
1

1
n

nkf n k k k
α

−
− = ⋅ = ⋅ 

 
となる。ここで、条件式に 1,x = y n=

( n は整数)を代入して、 

( ) ( )1f n k f n + =  

[ ] [ ] 1n nk k k k k − ⋅ = ⋅ ⋅ 

[ ] [ ] 1n nk k k − = ⋅ 

ここで、

[ ] [ ],C k k kε= = −  

とおくと、

( ) 1n nC C Cε − = +   

1n n nC C Cε − = + ⋅   

ここで、 0ε > かつ 2C ≧ と仮定すると、

十分大きな整数 N が存在し、
1 1NCε −⋅ ≧ となるようにできる。このと

き、

1 1N N N NC C C Cε − = + ⋅ + ≧  

となって矛盾が生じる。また、 0ε > かつ

1C = − のとき、 n を偶数とすると、

1nC = だが、 1 1n nC Cε −+ ⋅ < より矛盾

する。ゆえに、 0ε = または 0C = または

1C = のときを考えればよい。 
(Ⅰ) 0ε = のとき 

k C= であるから、整数 n について、 

( ) [ ] 1n nf n k k C−= ⋅ =

となる。また、任意の実数 x に対して、 

[ ]( ) ( )f x f x=

が成り立つので、任意の実数 x について、 

( ) [ ]xf x C=

が成り立つ。逆に、C を定数( C は整数)と
し、

( ) [ ]xf x C=

とするとき、条件式の左辺は、

[ ]( ) [ ] [ ] [ ]x y x yf x y C C + + + = =

右辺は

( ) ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]x y x yf x f y C C C +   = ⋅ =     

となるので、(左辺)＝(右辺)を満たす。 



(Ⅱ) 0C = のとき 
整数 n について、 

( ) [ ] 1 0nf n k k −= ⋅ =

となる。また、任意の実数 x に対して、 

[ ]( ) ( )f x f x=

が成り立つので、任意の実数 x について、 

( ) 0f x =

が成り立つ。逆に、定数関数 ( ) 0f x = は条

件式を満たす。

(Ⅲ) 1C = のとき 

[ ]k k C
α
= = より、k α= である。よって

整数 n について、 

( ) [ ] 1nf n k k α−= ⋅ =

となる。また、任意の実数 x に対して、 

[ ]( ) ( )f x f x=

が成り立つので、任意の実数 x について、 

( )f x α=  

が成り立つ。逆に、

( )f x α=  (α は1 2α <≦ である定数) 

とするとき、条件式において、

(左辺) [ ]( )f x y α= + =

(右辺) ( ) ( ) [ ]f x f y α α α = = ⋅ =   

より、(左辺)＝(右辺)を満たす。 
(Ⅰ), (Ⅱ), (Ⅲ)より、求める関数は、 

( )f x α=  

(α は定数で、 0α = または1 2α <≦ ) 
または

( ) [ ]xf x C=  (C は整数) 

である。 (終) 

改題３

 実数に対して定義され実数を値にとる関

数 f であって、任意の実数 ,x yに対して、 

[ ]( ) ( ) ( )f x y f x f y + = +  

が成り立つようなものをすべて求めよ。

（解答）

[ ]( ) ( ) ( )f x y f x f y + = +    …(#)

とする。また、 ( )0f a= とおく。 

(#)に 0x y= = を代入して、 

( ) ( ) ( )0 0 0f f f = +  ．

ゆえに、[ ] 0a = が成り立つ。(#)に 0x = を

代入して、

( ) ( )f y a f y = +  

( ) ( )f y f y a  = −   …①

を得る。また、(#)に 0y = を代入して、 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )0f x f x f f x = + =   …②

いま、整数 n について、 [ ] [ ]n n n− = − = − が



成り立つ。(#)に [ ],x n y n= = − を代入し、

①, ②を用いることで以下を得る。 

[ ] [ ]( ) ( ) [ ]( )f n n f n f n − = + −   

( ) [ ]( )a f n f n a= + − −  

( ) ( ) 2f n f n a+ − =  …③ 

また、整数でない実数 p について、 

[ ] [ ] 1p p− = − + が成り立つので、(#)に

[ ],x p y p z= = − + を代入して、 

[ ] [ ]( ) ( ) [ ]( )f p p z f p f p z − + = + − +   

( ) ( ) [ ]( )1f z f p f p z a= + − + + −  

ここで、(#)と①より、 

[ ]( ) ( ) ( )1 1f p z f p f z − + + = − + +   

( ) ( )1f p f z a= − + + −  

が成り立つので

( ) ( ) [ ]( )1f z f p f p z a= + − + + −  

( ) ( ) ( )1 2f p f p f z a= + − + + −  

…④ 
を得る。また、(#)に x a= を代入して、 

[ ]( ) ( ) ( )f a y f a f y + = +    

( ) ( ) ( )f y f a f y a= + −  

( )f a a=  …⑤ 

を得る。 

 ( )x f z= を代入して、 

( )( ) ( )( ) ( )f f z y f f z f y   + = +   ． 

①より、 

( )( ) ( )( ) ( )f f z a y f f z f y a− + = + − ． 

( )y f z= − を代入して、 

( ) ( )( ) ( )( )f a f f z f f z a− = + − − ． 

⑤より、 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )f a f f z f f z f a− = + − −  

…⑥ 
が成り立つ。 

(ⅰ) ある実数 t が存在して、 ( )f t が整数と

なるとき。 

 ( )f t m=  ( m は整数)とおく。③より、 

( ) ( ) 2f m f m a+ − = であるから、⑥より、 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )f a f f t f f t f a a− = + − − =

となる。 
(Ⅰ) 0a ≠ のとき 
 0a ≠ のとき、a は整数ではないから、④

において p a= を代入して、 

( ) ( ) ( ) ( )1 2f z f a f a f z a= + − + + −  

( )1 2a a f z a= + + + −  

( )1f z= +  



を得る。 ( )0f a= より、任意の整数 n につ

いて ( )f n a= が成り立つ。ここで、(#)に

y n= を代入すると、 

[ ]( ) ( ) ( )f x n f x f n + = +  

( ) [ ]f x a= +

( )f x=  

いま、[ ]x n+ は整数であるから、

[ ]( )f x n a+ =

ゆえに、任意の実数 x について 

( )f x a=  

が成り立つ。しかし、これはある実数 t に対

して ( )f t が整数となることに反する。よっ

て、条件を満たす関数は存在しない。

(Ⅱ) 0a = のとき 
整数 n について、③より、 

( ) ( ) 2 0f n f n a+ − = =  …⑦ 

となる。また、整数ではない p において、

④より、

( ) ( ) ( ) ( )1 2f z f p f p f z a= + − + + −

( ) ( ) ( )1f p f p f z= + − + +  …⑧ 

が成り立つ。ここで⑧に
1 1,
2 2

z p= − = を

代入して、

1 1 1 1
2 2 2 2

f f f f       − = + − +       
       

．

ゆえに

1 0
2

f   = 
 

．

⑧について、
1
2

p = より、

( ) ( )1 1 1
2 2

f z f f f z   = + − + +   
   

 

( ) 11
2

f z f  = + + − 
 

．

ゆえに、

( ) ( ) 11
2

f z f z f  + − = − − 
 

．

ここで、②, ⑦より、 

( ) ( )1 1 1
2

f f f − − = − − = 
 

であるから、

( ) ( ) ( )1 1f z f z f+ − = ． 

ここで、 ( )1f C= とおくと、 

( ) ( )1f z f z C+ − =

であり、 ( )0 0f a= = であるから、整数 n に

ついて、

( )f n nC=

が成り立つ。また、②より、任意の実数 x に

対して、

( ) [ ]f x x C=

が成り立つ。よって、(#)より、 

[ ] [ ] [ ]x y C x C y C   + = +   ．



任意の実数 ,x y に対して 

[ ] [ ] [ ]x y x y + = + 

が成り立つので、

[ ] [ ] [ ] [ ]x C y C x C y C + = +   ,

[ ] [ ]y C y C =  

を得る。よって、[ ]y C は整数であるから、

C は整数である。逆に、C を定数(C は整

数)とし、 

( ) [ ]f x C x=

とするとき、(#)において、 

(左辺) [ ]( )f x y= +

[ ]C x y = + 

[ ] [ ]( )C x y= +

(右辺) ( ) ( )f x f y = +  

[ ] [ ]C x C y = +  

[ ] [ ]( )C x y= +

より、等式を満たす。

(ⅱ) すべての実数 t に対して ( )f t が整数

ではないとき

④, ⑥より、

( ) ( )( ) ( )( ) ( )f a f f t f f t f a− = + − −

( ) ( )1 2f z f z a a= − + + −

( ) ( )1f z f z a= − + +  …⑨ 

⑨に 0z = を代入して、

( ) ( ) ( )1 2 1f a a f a a f− = − + = −  …⑩

⑩を⑨へ代入して、

( ) ( ) ( )2 1 1a f f z f z a− = − + + , 

( ) ( ) ( )1 1f z f z f a+ − = −  …⑪ 

( )1f D= とおく。(#)に 1y = を代入すると、

②, ⑪より、

[ ]( ) ( ) ( )1 1f x f x f + = +  

[ ]( ) ( ) ( ) [ ]1f x f a f x D+ − = +

( ) ( ) [ ]f x D a f x D+ − = +

[ ]D a D− =

⑪より、

( ) ( ) [ ]1f z f z D a D+ − = − =

( )0f a= より、整数 n について、 

( ) [ ]f n D n a= +

とかける。ただし、すべての実数 t に対して

( )f t が整数ではないことから、0 1a< < で

ある。よって②より、任意の実数 x に対し

て、

( ) [ ][ ]f x D x a= +

とかける。逆に、 ,a E を定数 



( 0 1,a E< < は整数)として、 

( ) [ ]f x E x a= +

とするとき、(#)において、 

(左辺) [ ]( )f x y= +

[ ]E x y a = + + 

[ ] [ ]( )E x y a= + +

(右辺) ( ) ( )f x f y = +  

[ ] [ ]E x a E y a = + + + 

[ ] [ ]( )E x y a= + +

より、等式を満たす。

(ⅰ), (ⅱ)より、求める関数は、 

( ) [ ]f x A x a= +

( ,a Aは定数で、0 1,a A<≦ は整数)である。 
(終) 

３－４．海外の数学オリンピックの問題 

 次の問題も関数方程式であるが、与えら

れている式が不等式である。

例題４

実数で定義され、実数の値をとる関数𝑓𝑓で
あって、任意の実数 ,x yに対して次の式を

満たすようなものをすべて求めよ。

( ) ( )( )( )f x y y f f f x+ + ≦

[Benelux Mathematical Olympiad 2013] 

（解答）

条件式に 0y = を代入して、 

( ) ( )( )( )f x f f f x≦  …①

また、条件式に ( )( )y f f x x= − を代入し

て、

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )f f f x f f x x f f f x+ − ≦

( )( )f f x x≦  …②

②に ( )x f z= を代入して、

( )( )( ) ( )f f f z f z≦ ．

①より、

( )( )( ) ( )f f f z f z=  …③

条件式より、

( ) ( )( )( ) ( )f x y y f f f x f x+ + =≦

…④

④に 0x = を代入して、

( ) ( )0f y y f+ ≦  …⑤ 

また、④に y x= − を代入して、 

( ) ( )0f x f x− ≦ , 

( ) ( )0f f x x+≦  …⑥ 

⑤, ⑥より、

( ) ( )0f x x f+ = ． 

( )0f C= とおくと、 

( )f x x C= − + ． 



逆に、C を定数として、 ( )f x x C= − + と

するとき、条件式において、

(左辺) ( )f x y y= + +

( )x y C y= − + + +

x C= − +  

(右辺) ( )( )( )f f f x=

( )( )f f x C= − +

( )( )f x C C= − − + +

( )f x=  

x C= − +
より、不等式を満たす。

 よって求める関数は、

( )f x x C= − +  (C は定数) 

である。 (終) 

この問題に関しても改題を作成した。

改題

実数で定義され、実数の値をとる関数 f
であって、任意の実数 ,x yに対して次の式

を満たすようなものをすべて求めよ。

( ) ( )( )( )f x y y f f f x+ ⋅ ≦

（解答）

( ) ( )( )( )f x y y f f f x+ ⋅ ≦  …(**)とす

る。(**)に 0y = を代入して、 

( )( )( )0 f f f x≤  …①

ここで、以下の 2 つの命題が成り立つ。 

命題１

ある実数 t に対して、 

( )( )( ) 0f f f t =

が成り立つ。

（命題１の証明）

背理法で示す。いま、任意の実数 x に対

して、

( )( )( )0 f f f x<

が成り立つと仮定する。(**)に 

( )( )y f f x x= − を代入して、

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )f f f x f f x x f f f x− ≦

仮定より、両辺を ( )( )( )f f f x で割ること

ができるので、

( )( ) 1f f x x− ≦ ,

( )( ) 1f f x x +≦ ．

よって、

( )( )( )( ) ( )( ) 1 2f f f f x f f x x+ +≦ ≦

が成り立つ。ここで、 2x −≦ とすれば、 

( )( )( )( ) 0f f f f x ≦

が成り立つ。しかし、これは仮定に反する。

よって、ある実数 t に対して、 



( )( )( ) 0f f f t ≦

となる。よって、①より、

𝑓𝑓 �𝑓𝑓�𝑓𝑓(𝑡𝑡)�� = 0 

が成り立つ。 (終) 

命題２

( )0 0f ≤ が成り立つ。 

（命題２の証明）

背理法で示す。 ( )0 0f > が成り立つと仮

定する。(**)に y x= − を代入して、 

( ) ( ) ( )( )( )0f x f f f x⋅ − ≦

いま、 ( )0 0f > より、 0z < に対して、 

( ) ( ) ( )( )( )0 0f z f f f z< ⋅ − ≦

が成り立つ。ここで、(**)に ,x z=

( )( )y f f z z= − を代入して、

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )f f f z f f z z f f f z− ≦

( )( )( )0 f f f z< より、

( )( ) 1f f z z +≦

を得る。ここで、 2z < − とすると、 

( )( ) 1f f z < −

となるので、

( )( )( )( ) ( )( ) 1 0f f f f z f f z + <≦

を得る。しかし、これは①に反する。よっ

て ( )0 0f ≦ が成り立つ。 (終) 

（解答のつづき）

命題１より、ある実数 t に対して、 

( )( )( ) 0f f f t = となるので、①より、

( ) ( )( )( )( )0 0f f f f f t= ≥

が成り立つ。よって命題２より、

( )0 0f =  

を得る。(**)に 0x = を代入して、 

( ) ( )( )( )0 0f y y f f f⋅ ≤ =

を得る。よって、 ( )0 0f = と合わせて、 

が成り立つ。よって、 0w > に対して、 

( ) ( )( ) ( )( )( )0, 0, 0f w f f w f f f w≦ ≧ ≦

が成り立つ。一方、①より、

( )( )( ) 0f f f w ≧

であるから、

( )( )( ) 0f f f w =

を得る。いま、任意の 0w > に対して、 
0, 0,p q p q w> < + =  

を満たす実数 ,p q が存在する。(**)に 
,x p y q= = を代入して、 

のとき

のとき

…②



( ) ( )( )( )f w q f f f p⋅ ≦

②より、 ( ) 0,f w ≦ ( )( )( ) 0f f f p = で

あるから、

( ) ( )( )( )0 0f w q f f f p⋅≦ ≦ ≦

ゆえに、

( ) 0f w q⋅ =

0q < より、 

( ) 0f w =  …③ 

を得る。よって、②より 0z < について、 

( ) 0f z ≧  

が成り立つので、

( )( ) ( )( )( )0, 0f f z f f f z= =

が成り立つ。いま、 0z < に対して、 
0, 0,i j i j z< > + =  

を満たす実数 ,i j が存在する。(**)に
,x i y j= = を代入して、 

( ) ( )( )( )f z j f f f i⋅ ≦

いま、②より、 ( ) ( )( )( )0, 0f z f f f i =≧

であるから、

( ) ( )( )( )0 0f z j f f f i⋅ =≦ ≦

ゆえに、

( ) 0f z j⋅ =  

0j > より、 

( ) 0f z =  …④ 

を得る。 ( )0 0f = と合わせて、任意の実数

x に対して、 

( ) 0f x =

が成り立つ。よって求める関数は、

( ) 0f x =

である。実際、この関数は(**)を満たす。 
(終) 

４．今後の課題 

 今回は、組合せ論、数論、関数方程式の

問題について考えたが、あまり深いところ

まで考察できなかった。今後は一般化だけ

でなく、問題間のつながりを調べ、そこか

ら新たな議論ができればよいと考えている。 

５．参考文献 

[1]「数学オリンピック 2006~2010」数学オ

リンピック財団監修、日本評論社

[2]「5th Benelux Mathematical Olympiad」 
http://www.bxmo.org/problems/bxmo-
problems-2013-en.pdf 



連続する数について

5 年 C 組 古宮 昌典 
指導教員 川口 慎二

１．要約 

サイエンス研究会数学班 5 年生は数論について研究している。今回は、ある条件を満た

す連続する整数について自ら課題を設定し、それらの問題を解くことを目標とした。また、

その目標のために数論における有名な定理について学習した。

キーワード  素数、不足数、完全数、過剰数、原始過剰数、累乗数

２．研究の背景と目的 

参考文献[1]に、「2 以上の任意の整数 n に

おいて、連続する n 個の合成数が存在する

ことを示せ」という問題が記載されていた。

では、他の特徴をもつ数について、連続す

るものは存在するのか、あるいは存在しな

いのかについて考え、本稿にまとめること

にした。

３．研究内容 

３－１．素数 

 先ほど挙げた問題は以下のように証明で

きる。

定理１

2 以上の任意の整数 n において、連続す

る n 個の合成数が存在する。 

（証明）

2n≧ において、連続する n 個の整数 
( 1)! 2, ( 1)! 3, , ( 1)! ( 1)n n n n+ + + + + + +  
はすべて合成数である。 (Q. E. D.) 

定理１は、「素数とその次の素数の差はい

くらでも大きい値をとりえる」と言い換え

ることができる。

次に、素数の分布について、2, 3 以外の

素数はすべて6 1−n または6 1+n とかける。

そこで、次の命題について考えた。

命題１

正の整数 n について、6 1−n または6 1+n
は素数である。

この命題は、 1, 2, , 19n =  で条件を満

たすが、 20=n に対して、
2121 11 ,=

119 7 17= × であるので、偽である。 
では、 20=n のときのように6 1−n と

6 1+n がどちらも合成数となるような n は

どれだけ存在するのかについて考えたとこ

ろ、以下の定理を得た。

定理２

正の整数 n であって、6 1−n と6 1+n がと

もに合成数であるようなものが無数に存在

する。



（証明）

任意の非負整数 k について、 
6(20 77 k) 1 119 6 77+ − = + × k

7(17 66 )= + k  
6(20 77 k) 1 121 6 77+ + = + × k

11(11 42 )= + k  

より、 20 77= +n k とすれば条件を満たす

ので、求める n は無数に存在する。 
(Q. E. D.) 

また、6 1−n と6 1+n のうち一方だけが素

数であるような n についても以下の結果を

得た。

定理３

正の整数 n であって、6 1−n と6 1+n のう

ち一方だけが素数であるようなものが無数

に存在する。

この証明には、以下の補題を用いる。

補題１（ディリクレの算術級数定理）

初項 a ，公差 d ( a と d は互いに素)の等差

数列には素数が無数に含まれる。

（証明）

いま、任意の非負整数 k について、 
6(20 7 ) 1 119 6 7+ − = + ×k k

7(17 6 )= + k  
は合成数である。このとき、

6(20 7 ) 1 121 42+ + = +k k  
となる。補題より、数列{121 42 }+ k には素

数が無数に現れるので、 20 7= +n k とすれ

ば、一方だけが素数であるようなものが無

数に存在することがわかる。 (Q. E. D.) 

では、6 1−n と6 1+n がともに素数となる

場合を考えると、これらは双子素数である

ため、双子素数予想(未解決)と同値である。 

３－２．不足数、完全数、過剰数 

 不足数、完全数、過剰数については以下

の定理が成り立つことがわかった。

定理４

(1) 連続する a 個の不足数が存在するよ

うな a の最大値は 5 である。

(2) 連続するb 個の完全数が存在するよ

うなb は存在しない。

(3) 2 以上の任意の整数 cについて、連続

する c個の過剰数が存在する。 

（証明）

(1) まず、以下の補題が成り立つ（参考文

献[2]参照）。 

補題２

過剰数の倍数は過剰数であり、完全数の

倍数は自身を除いて過剰数である。

（補題２の証明）

過剰数 N の約数を 

0 1 21 , , , ,= = md d d d N
とする。このとき、以下が成り立つ。

0 1 2 2+ + + + > md d d d N
両辺を k 倍( k は自然数)して、 

0 1 2 2+ + + + > mkd kd kd kd kN
いま、0 i m≦≦ において id は N を割り切る

ので、正の整数 k において ikd は kN を割り

切る。すなわち ikd は kN の約数であるから、

kN の約数の総和は 2kN より大きい。つま

り、過剰数の倍数 kN は過剰数である。 



完全数については、

0 1 2 2+ + + + = mkd kd kd kd kN
となるが、 2k≧ のとき、 0 1= ≠kd k である

から、 0 1 2, , , , mkd kd kd kd の中に kN の

約数である 1 は含まれていない。よって、

kN の約数の総和は 2kN よりも大きいので

完全数の倍数(自身を除く)は過剰数である。 
(Q. E. D.) 

6 が完全数であることは容易に確認でき

るので、補題２より、6 以外の 6 の倍数は

すべて過剰数である。6 の倍数は連続する 6
個の数の中に 1 つだけ含まれるので、 a は

5 以下である。実際、7, 8, 9, 10, 11 は連続

する 5 個の不足数である。つまり a の最大

値は 5 である。 (Q. E. D.) 

(2) まず、以下の補題が成り立つ（参考文

献[3]参照）。 

補題３

偶数の完全数はすべて ( )12 2 1− −m m  (た

だし、 2 1−m
は素数)の形で表される。 

（補題３の証明）

偶数の完全数 N において 2 以上の整数

m と 3 以上の奇数 k が存在して、 
12 −= mN k

とかける。また、正の整数 n の正の約数の

総和を ( )σ n と表すことにすると、 N は完

全数であるから、

2 ( )σ=N N  

( )12 ( )σ σ−= m k ( )2 1 ( )σ= −m k

が成り立つ。ゆえに、

( )12 2 2 1 ( )σ−⋅ = −m mk k

( )
2 1

σ = +
−m

kk k

を得る。ここで、 ( )σ k と k はどちらも整数

なので、
2 1−m

k
は整数である。つまり、

2 1−m
は k の約数であることがわかるの

で、2 1−m

k
も k の約数である。したがって、

k の約数は k と 2 1−m

k
だけである。よって

1
2 1m

k
=

−
，すなわち

12 (2 1)−= −m mN と

かける。さらに、 2 1= −mk は 1 と自身以

外の約数を持たないので、2 1−m
は素数で

ある。 (Q. E. D.) 

連続する完全数が存在しないことを背理

法で示す。それには 2=b のときを考えれば

十分である。いま、連続する 2 つの完全数

が存在したと仮定すると、補題３より、あ

る正の整数 p が存在し、 

( )12 2 1 1− − +p p  または ( )12 2 1 1− − −p p

が完全数である。

(Ⅰ) ( )12 2 1 1− − +p p
が完全数である場合

( )12 2 1 1− − + =p p Aとおく。補題３より、

2 1−p
は素数である。いま、 p が合成数で

あると仮定すると、2 以上の整数 ,d e によ

って =p deと表すことができる。すると、 



( )2 1 2 1 2 1− = − = −
ep de d

が成り立つが、これは 2 1 1− >d
で割り切れ

るので矛盾が生じる。つまり p は素数でな

くてはならない。

2=p のとき、 ( )12 2 1 6− − =p p
であるが、

7=A は完全数でない。 
p が奇素数であるとき、 

( )12 2 1 1−= − +p pA

{ }1( 1) ( 1) 1 1−≡ − − − +p p

1≡  (mod 3)  …① 
が成り立つ。

いま、Aの正の約数を 1 2f f fα< < < と

おく。Aは奇数であるから、 1 2, , ,f f fα

はすべて奇数である。

ここで、 Aが平方数であると仮定すると、

α は奇数であるから、約数の総和は奇数と

なる。しかし Aは完全数であるから約数の

総和は 2Aに等しくなければならず、これは

矛盾である。

よって A は平方数ではなく、α は偶数で

ある。ここで、
2
α
= t とおくと 

1 2 1 1α α− += = = = t tA f f f f f f
が成り立つ。いま、1 j t≦≦ の任意の整数 j

において、 ( )1, α+ −j jf f という組合せは

mod 3において(1, 1), (1, －1), (－1, －1)
のいずれかと等しいが、①より、2 数の積

は－1 と合同である必要があり、それは 

(1, －1)でのみ実現されるので ( )1, α+ −j jf f

の組合せは(1, －1)と等しい。ゆえに、 

1 1 1 0α+ −+ ≡ − =j jf f (mod 3)  

が成り立つので、 Aの約数の総和 
1 2 3 α+ + + +f f f f

は 3 の倍数となる。これは①に矛盾する。

ゆえに、 Aは完全数でない。 

(Ⅱ) ( )12 2 1 1− − −p p
が完全数である場合

( )12 2 1 1− − − =p p B とおく。(Ⅰ)と同様の

議論により、 p が奇素数である場合を考え

ればよい。このとき、 3p≧ であるから 

( )12 2 1 1−= − −p pB

1≡ −  (mod 4)  …② 
が成り立つ。

B の正の約数を 

1 2 3g g g gβ< < < <  

とする。再び(Ⅰ)と同じ議論により B は平

方数ではなく、 β は偶数であることがわか

る。
2
β
= sとおくと、 

1 2 1 1β β − += = = = s sB g g g g g g

が成り立つ。

いま、1 u s≦ ≦ の任意の整数u において、

( )1, β + −u ug g という組合せは、 mod 4 にお

いて、(1, 1), (1, －1), (－1, －1)のいずれか

と等しいが、①より、2 数の積は 1− と合同

である必要があり、それは(1, －1)でのみ実

現されるので、 ( )1, β + −u ug g の組合せは

(1, －1)と等しい。ゆえに、 



1 1 1 0β + −+ ≡ − =u ug g (mod 4)

が成り立つので、 B の約数の総和 

1 2 3 β+ + + +g g g g  

は 4 の倍数となる。これは②に矛盾する。

ゆえに B は完全数でない。 
(Ⅰ)，(Ⅱ)より、連続する完全数は存在し

ない。 (Q. E. D.) 

(3) まず、以下の補題を示す。

補題４

任意の正の整数 n において、 n と互いに

素な過剰数が存在する。

（補題４の証明）

i 番目の素数を ip とかくことにする。 
n の最大の素因数を mp とする。ここで、

1+m 以上の整数 N において、 

1= +

= ∏
N

N k
k m

T p

とおくと、 NT の正の約数の総和は 

( ) ( )
1

1σ
= +

= +∏
N

N k
k m

T p  

となるので、 NT がもし過剰数であるとする

と、次が成り立つ。

( )
1

2 1
= +

< +∏
N

N k
k m

T p  

両辺を
1= +

= ∏
N

N k
k m

T p で割って、 

1

12 1
= +

 
< + 

 
∏

N

k m kp
 

を得る。逆に、

1

12 1
= +

 
< + 

 
∏

N

k m kp
を満たすような整数 N

が存在することを示せば、 n と互いに素な

過剰数 NT が存在することが導かれる。 
さらに、これは

1

11
∞

=

 
+ = ∞ 

 
∏
k kp

となることを示せば十分である。なぜなら、

1

11
∞

=

 
+ = ∞ 

 
∏
k kp

であるとき、

1

11
∞

= +

 
+ = ∞ 

 
∏

k m kp

が成り立つので、
1

12 1
= +

 
< + 

 
∏

N

k m kp
を満た

すような整数 N が存在することが示され

るからである。

 まず、素因数分解の一意性により以下が

成り立つ（参考文献[3]を参照）。 

2
1

1 1 1 1 11 1
2 3k k k np p p

∞

=

 
+ + > + + + + 

 
∏  

ここで、左辺は等比級数の和の公式より

1 1

1 111 11

∞ ∞

= =

 
= + − −

∏ ∏
k k k

k

p
p

 

と変形できる。一方、素数は無限にあるた

め、右辺は限りなく大きくなる。ゆえに、

1

11
1

∞

=

 
+ = ∞ − 

∏
k kp

 

が成り立つので、



2

11
1

∞

=

 
+ = ∞ − 

∏
k kp

 …③

を得る。ここで、任意の正の整数 d におい

て 1 1d dp p+ − ≧ が成り立つので、 

1

2 1

1 11 1
1

n n

k kk kp p

+

= =

   
+ +   −   

∏ ∏≦

である。よって、③より
1

11
∞

=

 
+ = ∞ 

 
∏
k kp

が

成り立つことが示された。したがって題意

は示された。 (Q. E. D.) 

88と945がどちらも過剰数であることは

容易に確かめられる。また、88 の素因数は

2 と 11 であり、945 の素因数は 3 と 5 と 7
であるからこの 2 数は互いに素である。こ

こで、不定方程式

88 945 1− =x y  
を考える。この等式を満たす整数の組 ( , )x y  
は無数に存在するが、そのうちの 1 つを求

めると、 ( , ) (247,23)=x y という組が得ら

れる。このとき、

88 21736, 945 21735x y= =  
である。(1)の補題２より、それぞれは過剰

数であるから、21735, 21736 は連続する 2
つの過剰数である。

2 以上の任意の整数 cについて、連続する

c 個の過剰数が存在することを数学的帰納

法により示す。

2=c の場合は先に示した通りである。 
=c k のとき、条件を満たす k 個の過剰数

, 1, 2, , 1a a a a k+ + + − が存在したと

仮定する。

ここで、 +a k が過剰数であれば、それを

含めた 1+k 個が 1+k 個の連続する過剰数

となる。

+a k が過剰数でないとき、 
LCM( , 1, 2, , 1)a a a a k A+ + + − =  

とする。このとき、任意の正の整数 n にお

いて(1)の補題２より 
, 1, , 1a nA a nA a nA k+ + + + + −  

は k 個の連続する過剰数となっている。 
いま、補題４より Aと互いに素な過剰数

が存在し、そのうちの１つを B とする。こ

こで、 B 個の数 
, 2 , ,a k A a k A a k BA+ + + + + +  

を考える。

この中に B の倍数が存在しないと仮定す

ると、鳩の巣原理よりこの B 個の数の中に

B で割った余りが等しい 2 数 
,a k iA a k jA+ + + +  ( )<i j  

が存在する。すると

( ) ( ) ( )+ + − + + = −a k jA a k iA j i A  
は B の倍数となるはずだが、0 < − <j i B
であり、 B は Aと互いに素であるから、

( )−j i Aは B の倍数でない。これは矛盾で

ある。

よって B 個の数 
, 2 , ,a k A a k A a k BA+ + + + + +  

の中に B の倍数が存在し、それを + +a k tA
とする。すると

, 1, ,a tA a tA a tA k+ + + + +  
の 1+k 個の数は連続する 1+k 個の過剰数

となっている。

よって、数学的帰納法より 2 以上の任意

の整数 cにおいて連続する c個の過剰数が

存在することが示された。 (Q. E. D.) 

定理４から、以下がわかる。



定理５

(1) 不足数とその次の不足数の差に上限

はない。

(2) 完全数とその次の完全数の差に上限

はない。

(3) 他の過剰数の倍数でも、完全数の倍数

でもない過剰数を「原始過剰数」（[2]）
とよぶとき、原始過剰数とその次の

原始過剰数の差に上限はない。

（証明）

(1)および(2)は、定理４の(3)より、明らか

に成り立つ。

(3) 任意の正の整数 d について、連続する

d 個の正の整数であって、そのいずれも原

始過剰数でないものが存在することを示せ

ばよい。定理４より、連続する d 個の過剰

数が存在し、それらを 1 2, , , da a a とおく。

ここで、 1 2, , , da a a の総乗を Aとおくと、

1 2, , , dA a A a A a+ + + はそれぞれ 

1 2, , , da a a の倍数（自身でない）である

ため原始過剰数でない。

よって、 1 2, , , dA a A a A a+ + + は原始

過剰数でない d 個の連続する整数である。

よって、原始過剰数とその次の原始過剰数

の差に上限はないことが示された。

(Q. E. D.) 

 原始過剰数についてさらに調べると、以

下が成り立つことがわかった。

定理６

互いに素な正の整数 ,a d について、初項

a ，公差 d の等差数列には原始過剰数が無

数に現れる。

（証明）

 ディリクレの算術級数定理（補題１）よ

り、初項 a ，公差 d の等差数列には素数が

無数に現れる。そのうちの 1 つを 0p とする。

また、初項 1，公差 d の等差数列について、

0p よりも大きい素数を小さい順に並べた

ものを 1 2, ,p p とする。いま、ディリク

レの算術級数定理において、現れる素数の

逆数和は発散するので、

0 1 2

1 1 1
+ + + = ∞

p p p
が成り立つ。よって、

00

1 11
∞ ∞

==

 
+ > = ∞ 

 
∑∏
ii i ip p

 

が成り立つので、ある正の整数 N が存在し

て、

1

0

1 2
−

=

+
<∏

N
i

i i

p
p

かつ
0

1 2
=

+
>∏

N
i

i i

p
p

 

を満たす。すなわち、
1

0

−

=
∏
N

i
i

p は不足数であ

り、
0=
∏

N

i
i

p は過剰数であるから、参考文献

[2]の命題８より、
0=
∏

N

i
i

p は原始過剰数であ

る。また、

0

1 1 1 (mod )
N

i
i

p a a d
=

≡ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =∏   

より、
0=
∏

N

i
i

p は初項 a ，公差 d の等差数列

に含まれる。いま、 0p の選び方は無数にあ

るので、同様の議論により、初項 a ，公差 d
の等差数列には原始過剰数が無数に含まれ

ることが示された。 (Q. E. D.) 

定理６において、 1a = ，d を過剰数とす



ることで、過剰数と原始過剰数が連続する

ようなものが無数に存在することがわかる。 

３－３．累乗数 

累乗数（ 2k≧ を用いて km とかける数）

が連続するかどうかについて、参考文献[4], 
[5]を参考にして以下の結果を得た。

定理 7 
2 1tx y= +  を満たす自然数 , ,x t y

( 2)t≧ は存在しない。 

（証明）

t を 4 で割った余りで場合分けをする。 
(ⅰ) 0, 2t ≡ (mod 4) のとき 

このとき、 t は偶数であるから、 tx は平

方数である。すると 2 つの平方数の差が 1
となるが、これはありえない。

(ⅱ) 3≡t  (mod 4) のとき 
4 3= +t n  ( 0)n≧ とかける。条件式の右

辺を変形して、以下を得る。

( )( )= + −tx y i y i

ここで、ガウス整数環における 2 つのガ

ウス整数 ,y i y i+ − について、それらの最

大公約数を g とすると、 g は

( ) ( ) 2+ − − =y i y i i  
を割り切るので、 g としてあり得る数は

1, , 2, 2i i である。いま、g が 2 または 2iに
等しいとすると、

2 1 ( )( )+ = + −y y i y i が 4
の倍数となるが、

2 1 1, 2y + ≡  (mod 4) で
あるため、矛盾する。ゆえに、 g は 1 また

は i であるから、 y i+ と y i− は互いに素で

ある。ここで、任意のガウス整数はガウス

素数の積で一意に表されることから、ある

整数 ,a bによって 

4 3( ) ny i a bi ++ = +  

とかける。右辺を展開して整理すると、

4 3
4 3

4 3
0

( )
n

n k k
n k

k
y i C a bi

+
+ −

+
=

+ = ∑
2 1

4 3 2 2
4 3 2

0
( 1)

n
k n k k

n k
k

C a b
+

+ −
+

=

= −∑
2 1

4 2 2 2 1
4 3 2 1

0
( 1)

n
k n k k

n k
k

C a b i
+

+ − +
+ +

=

 
+ − 
 
∑

となるので、

2 1
4 2 2 2 1

4 3 2 1
0

( 1) 1
n

k n k k
n k

k
C a b

+
+ − +

+ +
=

− =∑  

得る。この式の左辺はb で割り切れること

から、b は 1 または 1− である。また、 
2 1

4 2 2 2
4 3 2 1

0
( 1) 1

n
k n k k

n k
k

C a b
+

+ −
+ +

=

− = ±∑  

であり、 2 1kb = なので、 
2

4 2 2
4 3 2 1

0
( 1) 0, 2

n
k n k

n k
k

C a + −
+ +

=

− =∑ …①

を得る。ここで、 a を奇数と仮定すると、

mod 2において、 
2

4 2 2
4 3 2 1

0
( 1)

n
k n k

n k
k

C a + −
+ +

=

−∑
2

4 3 2 1
0

n

n k
k

C+ +
=

≡∑
2

4 3 2 1 4 3 2 1
0 1

n n

n k n k
k k n

C C+ + + +
= = +

= +∑ ∑

4 3 2 1 4 3 2
0 1

n n

n k n k
k k

C C+ + +
= =

= +∑ ∑
2 1

4 3
1

n

n k
k

C
+

+
=

= ∑
4 32 2

2

n+ −
=

4 22 1n+= − 1≡  
となり矛盾する。ゆえに a は偶数である。

すると①の左辺は 4 で割り切れるので、 



2
4 2 2

4 3 2 1
0
( 1) 0

n
k n k

n k
k

C a + −
+ +

=

− =∑
を得る。

0n = のとき、 2
3 1 0C a =  より 0a = であ

るので、 0y = となるが、これは y が自然数

であることに反する。

1n≧ のとき、 
2

4 2 2
4 3 2 1

0
( 1) 0

n
k n k

n k
k

C a + −
+ +

=

− =∑
の両辺を 2 0a ≠ で割って、 

2
4 2

4 3 2 1
0
( 1) 0

n
k n k

n k
k

C a −
+ +

=

− =∑
ゆえに、

2 1
4 2

4 3 2 1
0

( 1)
n

k n k
n k

k
C a

−
−

+ +
=

−∑

4 3 4 1n nC+ += −

(4 3)(4 2)
2

n n+ +
= −

(4 3)(2 1)n n= − + +

ここで、 a は偶数なので左辺は偶数であ

るが、右辺は奇数であるから矛盾する。以

上より、条件を満たす整数 ,a bは存在しな

いので、 ,x y も存在しない。 

(ⅲ) 1t ≡  (mod 4) のとき 
4 1t m= +  ( m は自然数)とかける。(ⅱ)

と同様の議論により、
4 1( ) my i c di ++ = + と

かくことができる。また、d は1または 1− で

あり、

2 1
4 2

4 1 2 1
0

( 1) 0
m

k m k
n k

k
C c

−
−

+ +
=

− =∑
が成り立つので、

2
4 2 2

4 1 2 1
0
( 1) 1

m
k m k k

n k
k

C c d−
+ +

=

− =∑  

を得る。いま、

2
4 2 2

4 1 2 1
0
( 1) 1

m
k m k k

n k
k

d C c d−
+ +

=

− =∑  

が成り立つので、 1d = である。ゆえに、 
4 1( ) my i c i ++ = +  

が成り立つ。よって、

4 1( ) my i c i ++ = +

したがって、

( )4 1
2 21 1

m
y c

+

+ = + ( )4 12 1
m

c
+

= + ．

両辺を 2 乗して、 

( )4 12 21 1
m

y c
+

+ = +  …②

を得る。

いま、t が合成数であるとすると、ある素

数 p が存在して、t ps= とかける。すると、

( )2 1
pt sy x x+ = = となるので、結局 t が素

数である場合に条件を満たす ,x y が存在し

ないことを示せば十分である。 3t ≡
(mod 4) のときはすでに示されているので、

4 1m + が素数である場合を考えれば十分で

ある。

4 1m q+ = とおく。また、(ⅱ)の議論によ

り、cは偶数であるから、 2c u= とかける。

②にこれらを代入して、

( )2 21 4 1
q

y u+ = +

右辺を展開して、
2 1y + ( )2

0
4

q k

q k
k

C u
=

=∑
である。ゆえに、

( )2 2

1
4

q k

q k
k

y C u
=

=∑ …③

ここで、 q は素数であるから、 q kC は q で

割り切れる。よって、
2y は q で割り切れる



ので、 y は q で割り切れる。すると、②に

おいて、

(左辺) 1≡ (mod )q  

(右辺) 24 1u≡ +  (mod )q
（ここで、フェルマーの小定理を用いた）

が成り立つので、 24 0u ≡  (mod )q  を得

る。 q は奇数であるから、u は q で割り切

れる。いま、u は q で r 回割り切れるとする。

ここで、③を

( )2 2

1
4

q k

q k
k

y C u
=

=∑

( )2 2

2
4 4

q k

q k
k

C u q u
=

= + ⋅∑

と変形すると、 ( )2

2
4

q k

q k
k

C u
=
∑ は q で 4 1r +

回以上割り切れるが、
24q u⋅ は q でちょう

ど 2 1r + 回割り切れるので、右辺は q でち

ょうど 2 1r + 回割り切れることがわかる。

しかし、左辺は q で偶数回割り切れる必要

があるので矛盾している。ゆえに、条件を

満たす自然数 ,x y は存在しない。 

(ⅰ), (ⅱ), (ⅲ)より、条件を満たす自然数

, ,x t y は存在しないことが示された。 

(Q. E. D.) 

 定理７の一般化として次が成り立つこと

が知られている。

カタラン予想

以下の式を満たす正の整数 , , ,x a y b は

( , , , ) (3, 2, 2, 3)x a y b = のみである。 

1a bx y− =  

４．今後の課題 

 今回は素数、不足数、完全数、過剰数、

原始過剰数、累乗数について調べたが、階

乗数など、他の整数にも注目していきたい。

また、今回の研究において、「連続する原始

過剰数は存在するか」という問題について

考えたが解くことはできなかったので、す

でに知られている定理を調べながら、解決

の糸口を探っていきたい。
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三角形の垂心とトロコイド

5 年 C 組 古宮 昌典 
指導教員 川口 慎二

１.要約

サイエンス研究会数学班 5 年生は図形の性質について研究している。今回は、ある条件

下での三角形の垂心の軌跡に関する考察を行い、参考文献を用いてトロコイドについて学

習した。

キーワード  円、垂心、トロコイド、一定の長さの線分

２.研究の背景と目的

円に内接する三角形に対して、独自に考

案した操作を施すことで、円の中に三角形

を無限に作り出すことができる。そして、

それらの垂心の軌跡を図形描画ソフトで描

くと、トロコイド曲線との関係が見られた。

今回は、その曲線を数式で表すことが目標

である。 

３.研究内容

３．１ トロコイド 

トロコイドにはいくつかの種類があるが、

本稿では特にハイポトロコイドついて扱う。 

定義 

p と q は互いに素な正の整数で、 p q>
とする。半径 p の円 1C に半径 q の円 2C が

内接しながら滑ることなく転がるときの、

円 2C に固定した点D の軌跡を葉数 p のハ

イポトロコイドと呼ぶ。

D がハイポトロコイドを描く間に 2C は

p 回転するので、D が 1C の中心から最も離

れる回数は p である。よって、 3p ≥ のと

き、葉数は図形的に見える葉の枚数と等し

い。

 また、ハイポトロコイドは以下の方程式

で表される。ただし、θ は媒介変数である。 

( ) cos cos p qx p q r
q

θ θ
 −

= − +  
 

 

( )sin sin p qy p q r
q

θ θ
 −

= − −  
 

 

図１ ハイポトロコイドの例

( 5,p = 3,q = 5r = ) 



３．２ 垂心の軌跡 

昨年度の研究において、円に内接してい

る△ 000 CBA に対して、各辺の垂直二等分

線を引き、それぞれの円との交点をとり、

新しく△ 1 1 1A B C をつくる操作について考

察した。△ 1 1 1A B C に対しても同様の操作を

行い△ 2 2 2A B C をつくる、これを繰り返し

て得られる△A B Cn n n は、操作を無限に繰

り返すと、正三角形に近づくことを証明し

た。 

 今回は、上述の操作における「各辺の垂

直二等分線」を「各頂点から対辺へ下した

垂線」に代えて考察した。このとき、新し

くできる三角形の垂心を 1 2 3H , H , H ,と

する。辺 0 0B C を固定して、点 0A を円周上

で動かしたときの垂心の軌跡を調べたとこ

ろ、次のようになった。

図３ 1H の軌跡

図４ 2H の軌跡 

図５ 3H の軌跡 

図６ 4H の軌跡 



 これらの曲線がハイポトロコイドである

と予想し、極座標を用いて証明した。 

定理１

点Oを中心とする円に内接する 
△ 000 CBA について、点 0A から直線

00CB へ降ろした垂線と円の交点のうち、

0A でない方の点を 1A ，点 0B から直線

00AC へ降ろした垂線と円の交点のうち、

0B でない方の点を 1B ，点 0C から直線

00BA へ降ろした垂線と円の交点のうち、

0C でない方の点を 1C とする。この操作で

得られた△ 111 CBA の垂心を 1H とする。そ

して、△ 111 CBA においても同様の操作を

繰り返すということを無限に繰り返すと、

各三角形の垂心 ,H,H,H 321 が得られる。 
辺 00CB を固定し、点 0A を円周上で動か

したとき垂心Hn  ( n は正の整数)の軌跡は

葉数
n2 のハイポトロコイドを描く。 

（証明）

点Oを通り 00CB に平行な直線と円の交

点のうち、辺 00CB の垂直二等分線に関し

て点 0C 側であるのをX とする。また、∠

0 0 0B A C a= ，半直線OXを始線としたとき

の動径OAn , OBn , OCn  ( n は非負整数)の
表す角をそれぞれ nα , nβ , nγ とする。ここで、

辺 00CB は固定しているので、 a は定数で

ある。

点 1A は直線OXに関して点 0A と対称な

位置にあるので、 01 αα −= が成り立つ。 
また、 0 0 1A B B 90 a∠ = °− より、 

0 1A OB 180 2a∠ = °−

であるから、

1 0 0 1(360 A OB )β α= + °−∠

0 2 180aα= − + °  
を得る。同様にして

1 0 2 180γ α= − + °a  
となる。

1 0 02 180 2 180a aβ α α= − + ° ≡ − − °
(mod 360 )° であるから、以下、

1 0 2 180aβ α= − − °として計算する。 

図７

図８

上図のように、△ nnn CBA と点 ,A 1n+



,B 1n+ 1nC + を考える。 
いま、 A OBn n n nβ α∠ = − とかけるので、

円周角の定理より

( )1A C B
2n n n n nβ α∠ = −  

である。ゆえに、

1
1 1A A C 90
2 2n n n n nβ α+∠ = °− +  

であるから、再び円周角の定理より

1A OC 180n n n nβ α+∠ = °− +  
が成り立つ。したがって、

1 1XOAn nα + += ∠  

1 1XOC A OCn n n+ += ∠ −∠

( )180n n nγ β α= − °− +  

180n n nα β γ= − + + − °  …① 
を得る。同様にして、

1 180 ,n n n nβ α β γ+ = − + + °

1 180n n n nγ α β γ+ = + − + °

を得る。ここで、

1 180n n n nβ α β γ+ = − + + °
  180n n nα β γ≡ − + − °

1 180n n n nγ α β γ+ = + − + °
180n n nα β γ≡ + − − °
(mod 360 )°  

であるから、以下、

1 180n n n nβ α β γ+ = − + − °  …②

1 180n n n nγ α β γ+ = + − − °  …③ 
として計算する。

②＋③より、 1 1 2 360n n nβ γ α+ ++ = − °な

ので、この式を①へ代入して、

1 12 540n n nα α α+ −= − + − °

この漸化式を解くと、

1

0
1 ( 2) 180 ( 1)

3

n

n nα α
+− −

= + ° −  

11 ( 2)360
3

n−− −
+ °⋅

が得られる。

1

0
1 ( 2) 180 ( 1)

3

n

n nα α
+− −

= + ° −  

11 ( 2)360
3

n−− −
+ °⋅

1

0
1 ( 2) 180 ( 1)

3

n

nα
+− −

≡ + ° −

)360(mod °

であるから、以下、

1

0
1 ( 2) 180 ( 1)

3

n

n nα α
+− −

= + ° −  …(X)

として計算する。

( 2) ( 2 180 )n
n n aβ γ− = − − + °  …(#) 

が成り立つことを数学的帰納法で示す。

1n = のとき、 

1 1β γ−  

0 0( 2 180 ) ( 2 180 )a aα α= + − ° − − + °
°−= 3604 0α

より、成り立つ。

n k= のとき成り立つと仮定すると、 

( 2) ( 2 180 )k
k k aβ γ− = − − + ° が成り立つ。

1n k= + のとき、 

1 1k kβ γ+ +−  
( 180 )k k kα β γ= − + − °  

( 180 )k k kα β γ− + − + °  
2( )k kβ γ= − −  

1( 2) ( 2 180 )k a+= − − + °  
よって、 1n k= + でも成り立つので、示さ

れた。

(X)と(#)より、



( )1 1 1 180n n n nβ α β γ− − −= − − − °

0
1 ( 2)180 ( 2)

3

n

n α− −
= ° − +

1( 2) ( 2 180 ) 180n a−− − − + ° − °  

0
1 ( 2) ( 2)

3

n
n aα− −

= − −

{ }1180 3 ( 2)nn −+ ° − + −  …(Y)

同様にして、

0
1 ( 2) ( 2)

3

n
n

n aγ α− −
= + −

{ }1180 3 ( 2)nn −+ ° − + − …(Z)

が得られる。

n の偶奇で場合分けをする。 
(ⅰ) n が奇数のとき 

(X)において、

180 ( 1) 0n° − ≡ °  )360(mod °

である。また、(Y)と(Z)において、 

{ }1180 3 ( 2) 0nn −° − + − ≡ °  )360(mod °

なので、 nH の x 座標は、 

nnn coscoscos γβα ++

1

0
1 ( 2)cos

3

n

α
+ − −

=  
 

 

0
1 ( 2)cos ( 2)

3

n
n aα

 − −
+ + − 

 

0
1 ( 2)cos ( 2)

3

n
n aα

 − −
+ − − 

 

1

0
1 ( 2)cos

3

n

α
+ − −

=  
 

 

( ) 0
1 ( 2)2cos ( 2) cos

3

n
n a α

 − −
+ −  

 

とかける。

同様に、 y 座標は 
sin sin sinn n nα β γ+ +  

1

0
1 ( 2)sin

3

n

α
+ − −

=  
 

 

( ) 0
1 ( 2)2cos ( 2) sin

3

n
n a α

 − −
+ −  

 

とかける。

ここで、
1

0
1 ( 2)

3

n

α θ
+− −

= とおくと nH

の座標は以下のように表される。

( ) 1
2 1cos 2cos 2 cos

1 2

n
n

nx aθ θ+

 − −
= +  − 

 

( ) 1
2 1sin 2cos 2 sin

1 2

n
n

ny aθ θ+

 − −
= −  − 

 

さらに、 ( )cos 2n a の正負で場合分けをす

る。

（Ⅰ） ( )cos 2 0n a > のとき

( ) 1
2 1cos 2cos 2 cos

1 2

n
n

nx aθ θ+

 − −
= +  − 

 

( ) 1
2 1sin 2cos 2 sin

1 2

n
n

ny aθ θ+

 − −
= −  − 

 

である。これは、ハイポトロコイドの方程

式において、



3 2
2 1

n

np ⋅
=

+
, 

12 1
2 1

n

nq
+ −

=
+

, ( )2cos 2nr a=

としたときの式であるから、この座標はト

ロコイドを描くことがわかる。

また、
11 ( 2): 2 :

3

n
np q

+− −
= であり、

11 ( 2)
3

n+− −
は 2 で割り切れないので、2n

と

11 ( 2)
3

n+− −
は互いに素である。ゆえに、こ

のトロコイドの葉の数は 2n
となる。 

（Ⅱ） ( )cos 2 0n a < のとき

( )( ) 1
2 1cos 2cos 2 cos

1 2

n
n

nx aθ θ+

 − −
= − −  − 

 

( )( ) 1
2 1sin 2cos 2 sin

1 2

n
n

ny aθ θ+

 − −
= + −  − 

 

である。ここで、この座標を角度 t だけ回転

させたときの x 座標は、以下のようになる。 

( )( ) 1
2 1cos sin cos cos 2cos 2 cos cos

1 2

n
n

nx t y t t a tθ θ+

 − −
− = − −  − 

 

( )( ) 1
2 1sin sin 2cos 2 sin sin

1 2

n
n

nt a tθ θ+

 − −
− − −  − 

 

  ( )( ) 1
2 1cos( ) 2cos 2 cos 180

1 2

n
n

nt a tθ θ+

 − −
= + + − − + ° − 

 

ここで、
12 1 180

3 2

n

nt
+ −

= ⋅ °
⋅

とすると、

1

1
2 1 2 1 180 180

1 2 3 2

n n

n nθ
+

+

− − −
− ⋅ ° + °

− ⋅ 1
2 1 2 1 180

1 2 3 2

n n

n nθ+

− − +
= + ⋅ °

− ⋅
1

1 1
2 1 2 1 2 1 1 2 180

1 2 1 2 3 2 2 1

n n n n

n n n nθ
+

+ +

− − − − + −
= + ⋅ ⋅ ⋅ °

− − ⋅ − −

1

1
2 1 2 1 180

1 2 3 2

n n

n nθ
+

+

 − − −
= + ⋅ ° − ⋅ 

と変形できるので、もとの座標を
12 1 180

3 2

n

n

+ −
⋅ °

⋅
だけ回転させたときの x 座標は 

( )( )
1 1

1
2 1 2 1 2 1cos 180 2cos 2 cos 180
3 2 1 2 3 2

n n n
n

n n naθ θ
+ +

+

    − − − −
+ ⋅ ° + − + ⋅ °     ⋅ − ⋅    

 



同様に計算することで、もとの座標を
12 1 180

3 2

n

n

+ −
⋅ °

⋅
だけ回転させたときの y 座標は 

( )( )
1 1

1
2 1 2 1 2 1sin 180 2cos 2 sin 180
3 2 1 2 3 2

n n n
n

n n naθ θ
+ +

+

    − − − −
+ ⋅ ° − − + ⋅ °     ⋅ − ⋅    

 

となる。

ここで、
12 1 180

3 2

n

n uθ
+ −

+ ⋅ ° =
⋅

とおくと、

座標は

( )( ) 1
2 1cos 2cos 2 cos

1 2

n
n

nx u a u+

 − −
= + −  − 

( )( ) 1
2 1sin 2cos 2 sin

1 2

n
n

ny u a u+

 − −
= − −  − 

となり、これはトロコイドの式において

3 2
2 1

n

np ⋅
=

+
, 

12 1
2 1

n

nq
+ −

=
+

, 

( )2cos 2nr a= −

としたときであるから、この軌跡はトロコ

イドを描くことがわかる。葉の数は（Ⅰ）

と同様である。

(ⅱ) n が偶数のとき 
n が偶数のときも(ⅰ)と同じように示す

ことができる。

(X)において、

180 ( 1) 180n° − ≡ °   (mod 360 )°
である。また、(Y)と(Z)において、 

{ }1180 3 ( 2) 180nn −° − + − ≡ °  (mod360 )°

なので、 nH の x 座標は、 
cos cos cosn n nα β γ+ +  

1

0
1 ( 2)cos 180

3

n

α
+ − −

= + ° 
 

0
1 ( 2)cos ( 2) 180

3

n
n aα

 − −
+ + − + ° 

 

0
1 ( 2)cos ( 2) 180

3

n
n aα

 − −
+ − − + ° 

 

  
1

0
1 ( 2)cos

3

n

α
+ − −

= −  
 

 

( ) 0
1 ( 2)2cos ( 2) cos

3

n
n a α

 − −
− −  

 
 

とかける。同様に、 y 座標は 

nnn sinsinsin γβα ++  

1

0
1 ( 2)sin

3

n

α
+ − −

= −  
 

 

( ) 0
1 ( 2)2cos ( 2) sin

3

n
n a α

 − −
− −  

 

とかける。

ここで、 θα =
−− +

0

1n

3
)2(1

とおくと nH

の座標は以下のように表される。

( ) 1
2 1cos 2cos 2 cos

1 2

n
n

nx aθ θ+

 − −
= +  − 

 



( ) 1
2 1sin 2cos 2 sin

1 2

n
n

ny aθ θ+

 − −
= −  − 

 

( )cos 2n a の正負で場合分けをする。

（Ⅰ） ( )cos 2 0n a > のとき

( ) 1
2 1cos 2cos 2 cos

1 2

n
n

nx aθ θ+

 − −
= +  − 

 

( ) 1
2 1sin 2cos 2 sin

1 2

n
n

ny aθ θ+

 − −
= −  − 

 

である。これは、ハイポトロコイドの方程

式において、
3 2
2 1

n

np ⋅
=

+
, 

12 1
2 1

n

nq
+ −

=
+

, 

( )2cos 2nr a= としたときの式であるから、

この座標はトロコイドを描くことがわかる。 

（Ⅱ） ( )cos 2 0n a < のとき

( )( ) 1
2 1cos 2cos 2 cos

1 2

n
n

nx aθ θ+

 − −
= − −  − 

 

( )( ) 1
2 1sin 2cos 2 sin

1 2

n
n

ny aθ θ+

 − −
= + −  − 

 

である。ここで、この座標を角度 t だけ回転

させたときの x 座標は、 

( )( ) 1
2 1cos sin cos cos 2cos 2 cos cos

1 2

n
n

nx t y t t a tθ θ+

 − −
− = − −  − 

 

( )( ) 1
2 1sin sin 2cos 2 sin sin

1 2

n
n

nt a tθ θ+

 − −
− − −  − 

 

 ( )( ) 1
2 1cos( ) 2cos 2 cos 180

1 2

n
n

nt a tθ θ+

 − −
= + + − − + ° − 

 

ここで、
12 1 180

3 2

n

nt
+ −

= ⋅ °
⋅

とすると、

1

1
2 1 2 1 180 180

1 2 3 2

n n

n nθ
+

+

− − −
− ⋅ ° + °

− ⋅ 1
2 1 2 1 180

1 2 3 2

n n

n nθ+

− − +
= + ⋅ °

− ⋅

 
1

1 1
2 1 2 1 2 1 1 2 180

1 2 1 2 3 2 2 1

n n n n

n n n nθ
+

+ +

− − − − + −
= + ⋅ ⋅ ⋅ °

− − ⋅ − −

1

1
2 1 2 1 180

1 2 3 2

n n

n nθ
+

+

 − − −
= + ⋅ ° − ⋅ 



と変形できるので、もとの座標を
12 1 180

3 2

n

n

+ −
⋅ °

⋅
だけ回転させたときの x 座標は 

( )( )
1 1

1
2 1 2 1 2 1cos 180 2cos 2 cos 180
3 2 1 2 3 2

n n n
n

n n naθ θ
+ +

+

    − − − −
+ ⋅ ° + − + ⋅ °     ⋅ − ⋅    

 

同様に計算することで、もとの座標を
12 1 180

3 2

n

n

+ −
⋅ °

⋅
だけ回転させたときの y 座標は 

( )( )
1 1

1
2 1 2 1 2 1sin 180 2cos 2 sin 180
3 2 1 2 3 2

n n n
n

n n naθ θ
+ +

+

    − − − −
+ ⋅ ° − − + ⋅ °     ⋅ − ⋅    

 

となる。

ここで、
12 1 180

3 2

n

n uθ
+ −

+ ⋅ ° =
⋅

とおくと、

座標は

( )( ) 1
2 1cos 2cos 2 cos

1 2

n
n

nx u a u+

 − −
= + −  − 

( )( ) 1
2 1sin 2cos 2 sin

1 2

n
n

ny u a u+

 − −
= − −  − 

となり、これはトロコイドの式において

3 2
2 1

n

np ⋅
=

+
, 

12 1
2 1

n

nq
+ −

=
+

, 

( )2cos 2nr a= −

としたときであるから、この軌跡はトロコ

イドを描くことがわかる。葉の数は（Ⅰ）

と同様である。

以上より、垂心 nH 軌跡は葉の数 2n
のハ

イポトロコイドを描くことが示された。

(Q. E. D.) 

ただちに、以下が示される。

系１－１

定理１において、点 0A を動かしたときの

△ nnn CBA の重心 nG の軌跡は葉数 2n
の

ハイポトロコイドである。

証明

オイラー線の関係から、重心は外心と垂

心を 1：2 に内分する点である。いま、外心

Oは固定されている。ゆえに、重心 nG の軌

跡は垂心 nH の軌跡を
1
3
に縮小した図形と

なる。よって、重心 nG の軌跡は葉数 2n
の

ハイポトロコイドである。 (Q. E. D.)

３－２．幾何的な考察 

計算によって、垂心の軌跡がハイポトロ

コイドとなることが示されたが、幾何的に

はどのような構造になっているのかを調べ

た。



定理２－１

定理１において、辺 n nB C と線分 n nA H の

長さは 0A の位置によらずそれぞれ一定で

ある。

（証明）

辺 n nB C の長さが一定であることを数学

的帰納法で示す。

0n = のとき、辺 0 0B C は一定である。 
n k= のとき、辺B Ck k が一定の長さであ

ると仮定し、辺 1 1B Ck k+ + の長さが一定であ

ることを示す。次図において、

C A Bk k k a∠ = とおくと、 a は定数である。

また、 kH から辺C A , A Bk k k k へ降ろした垂

線の足をそれぞれP, Qとする。 

1 1 1B A A B B Ak k k k k k+ + +∠ = ∠

k k90 PA B= °−∠

90 a= °−  

k k 1 k 1 k k k 1A A C A C C+ + +∠ = ∠

k k90 A C= °−∠Q
90 a= °−  

ゆえに、

k 1 k 1 k 1 k 1 k 1 k k k 1 k 1B A C B A A A A C+ + + + + + +∠ = ∠ +∠

180 2= °− a
となるので、辺 k 1 k 1B C+ + の長さは一定であ

る。△ k k kA B C が鈍角三角形であるときも

同様である。よって示された。

ここで、円の中心をO,  辺 n nB C の中点を

M とすると、辺 n nB C の長さは一定なので、

線分OM の長さも一定である。いま、一般

に、 n nA H 2OM= が成り立つので、線分

n nA H の長さも一定であることがわかる。 

(Q. E. D.) 

図９

定理２－２

定理１において、点 0A が円周上を回転す

るとき、点 nA がθ だけ回転したとき、辺

n nB C は逆向きに 1

1 ( 2)
1 ( 2)

n

n θ+

− + −
− −

回転する。

（証明）

定理１の証明において、

1

0
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n aγ α− −
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である。ここで、点 nA , 辺 n nB C の回転の

方向はそれぞれ nα , nβ の式における 0α の

係数の符号で決まる。

n が奇数のとき、
11 ( 2) 0

3

n+− −
<



1 ( 2) 0
3

n− −
> ．また、 n が偶数のとき、

11 ( 2) 0
3

n+− −
> , 1 ( 2) 0

3

n− −
< なので、 0α

の係数の符号は異なる。ゆえに、点 nA と辺

n nB C の回転の方向は逆である。よって、点

0A がθ 回転すると、点 nA が
11 ( 2)

3

n

θ
+− −

回転し、辺 n nB C は逆向きに
1 ( 2)

3

n

θ− −
−

だけ回転するので、点 nA がθ 回転するとき、

辺 n nB C は逆向きに 1

1 ( 2)
1 ( 2)

n

n θ+

− + −
− −

回転する。 

(Q. E. D.) 

４．今後の課題 

 今回は円に内接する三角形について、垂

線を下す操作において、垂心の軌跡を求め

たが、ほかにもさまざまな操作が考えられ

る。

予想１

定理１において、△ n n nA B C の内心の軌

跡を *
nI ,傍心

n n nA B CI , I , I の軌跡をそれぞれ

n n n

* * *
A B CI , I , I とするとき、 

n n n

* * * *
n A B CI I I I∪ ∪ ∪

は葉数
12n−
のハイポトロコイドが 4 つ重な

った図形である。

実際に描くと以下のようになる。

図 10 3n = のとき 

この図形は以下のように葉数 4 のハイポ

トロコイドが 4 つ重なっている。

図 11 ハイポトロコイド① 

図 12 ハイポトロコイド② 



図 13 ハイポトロコイド③ 

図 14 ハイポトロコイド④ 

予想２

定理１において、 n nA ,H をそれぞれ

(0) (0)
n nA , H とかくことにする。辺 0 0B C に平

行な始線OXを引く。 1m≧ について、以下

の 2 つの操作を加えることを考える。 

操作σ+：点X を通り直線 (0) (k)
0 mA A に平行な

直線と円との交点を (k 1)
mA + とする。

そして、三角形 (k 1)
m m mA B C+ の垂

心を (k 1)
mH + とする。 

操作σ−：点 0A を通り直線 (k)
0 mA A に平行な

直線と円との交点を (k 1)
mA − とする。

そして三角形 (k 1)
m m mA B C− の垂心

を (k 1)
mH − とする。 

このとき、2 以上のすべて整数 i について、

点 0A を円周上で動かしたときの点
(p)
qH の

軌跡が葉数 i のハイポトロコイドとなるよ

うな整数 ,p q が存在する。 

例えば、垂心 (1) ( 1)
2 2H , H − の軌跡はそれぞ

れ次のようになる。

図 15 点 (1)
2H の軌跡 



図 16 点 ( 1)
2H − の軌跡 

このように、点 (1) ( 1)
2 2H , H − の軌跡はそれ

ぞれ 5 枚、3 枚であり、これは点 (0)
2H の軌

跡の葉数 4 からそれぞれ＋1, －1 したもの

であると考えられる。よって、操作σ+ で軌

跡の葉数が 1 増え、操作σ−で軌跡の葉数が

1 減ると予想できるが、これは一般には成

り立たない。

例えば、 ( 2)
3H − の軌跡の葉数は、予想から

は 4 であるが、実際は 2 (楕円)である。 

図 17 

ほかにも、さまざまな操作が考えられる。 

課題１

点Oを中心とする円に内接する 
△ 0 0 0D E F について、点 0D を通る中線と円

の交点のうち、 0D でない方の点を 1D ,点 0E

を通る中線と円の交点のうち、 0E でない方

の点を 1E ,点 0F を通る中線と円の交点のう

ち、 0F でない方の点を 1F とする。この操作

で得られた△ 1 1 1D E F の重心を 1G とする。そ

して、△ 1 1 1D E F においても同様の操作を繰

り返すということを無限に繰り返すと、各

三角形の重心 1 2 3G ,G ,G ,が得られる。 
辺 0 0E F を固定し、点 0D を円周上で動か

したとき重心 nG  ( n は正の整数)の軌跡は

どうなるか。

実際に図を描くと以下のようになる。

図 18 点 1G の軌跡 



図 19 点 2G の軌跡 

 また、操作を二等分線にし、内心の軌跡

をとることも考えられる。

課題２

 定理１やその他の操作について、円を他

の二次曲線に代えて操作を行うと軌跡はど

うなるか。

例えば、定理１において、円を楕円

2 2

1
4 9
x y

+ = に変えると、軌跡は以下のよう

になる。

図 20 円を楕円に変えたときの 1H の軌跡 

図 21 円を楕円に変えたときの 2H の軌跡 

また、放物線
2y x= に変えると以下のよ

うになる。

図 23 円を放物線に変えたときの 

1H の軌跡 



図 24 円を放物線に変えたときの 

2H の軌跡 

 特に、放物線に変えた場合の軌跡はとて

も複雑であることがわかる。

 このように、「外接する曲線」、「操作」、

「どの点の軌跡をとるか」という条件をそ

れぞれ変えていくことでいくつものパター

ンが考えられる。今後は特に上で挙げたよ

うな操作について考え、そこから五心のつ

ながりなども見出していきたい。

５．参考文献 

[1] webサイト「ハイポトロコイド

(hypotrochoid)」
http://www.phoenix-c.or.jp/~tokioka/
hypotrochoid/hypotrochoid.html 
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 今回の研究にあたり、ご指導下さいまし

た顧問の川口先生ありがとうございました。 



カプレカー変換に関する考察(4)

6 年 C 組 市田 美玲

指導教員 川口 慎二 

１．要約 

サイエンス研究会数学班 6 年生は 3 年間カプレカー変換について学習し、今年度は SS 課

題研究という授業の取り組みとして研究を継続している。今回は、これまでの研究結果を

まとめたので紹介する。 

キーワード カプレカー変換、カプレカー定数、ソート、収束、循環

２．研究の背景と目的 

カプレカー変換とは自然数に対して、各

桁の数字を並びかえて作ることのできる最

大の数から最小の数を引く操作のことであ

る。この変換を続けると 1 つの値に収束す

るか、複数の値で循環することが知られて

いる。しかし、どのような場合に収束する

のかあるいは循環が表れるのか、どのよう

な値を経由して収束、循環にたどりつくの

か、カプレカー定数はどのような値なのか

については明らかになっていない。そこで、

今回はこれまで研究してきた 2, 3, 4, 5, 6, 7
桁における、収束、循環の過程とカプレカ

ー定数についての考察をまとめた。なお、

各桁におけるカプレカー変換や、カプレカ

ー定数についての詳しい考察は、参考文献

[1], [2], [3]にまとめている。

３．研究内容 

３－１．基本事項 

自然数において、各桁の数字を並びかえ

て作ることのできる最大の数から最小の数

を引く操作をカプレカー変換という。以降、

これを単に「変換」とよぶことにする。 

ただし、ぞろ目は最初の変換で 0 になる 

ので、除いて考える。また、 n 桁の変換を 
考える際に変換により 1 桁減ってしまった

としても、 n 桁とみなして考える。

また、各桁の数字を並びかえて、最大の

数にする操作をソートといい、1 回の変換

によって、値が変化しない自然数のことを

カプレカー定数という。

３―２．2～7 桁のカプレカー変換

■2 桁のカプレカー変換

すべての 2 桁の自然数は変換を繰り返す

と、81→63→27→45→9→…と循環する。

この循環に入るまでに最大 2 回の変換が必

要である。

また、循環の過程は図１の樹形図のよう

に表される。ある自然数を 1 回変換すると、

樹形図中のいずれかの数になる。さらに、

その数を変換すると線でつながれている右

側の数になる。例えば、「81―63」は 81
を 1 回変換すると、63 に変換されることを

表している。

なお、2 桁のカプレカー定数は存在しな

い。



図１ 2 桁の数の変換 

■3 桁のカプレカー変換

すべての 3 桁の自然数は変換を繰り返す

と、495 に収束し、最大 6 回の変換が必要

である。収束の過程は次のように表される。 

図２ 3 桁の数の変換 

なお、3 桁のカプレカー定数は 495 であ

る。495 は変換を行っても 495 のまま変わ

らないので、数の右側に線がない表記にな

っている。

■4 桁のカプレカー変換

すべての 4 桁の自然数は変換を繰り返す

と、6174 に収束し、最大 7 回の変換が必要

である。なお、4 桁のカプレカー定数は 6174
である。収束の過程は、図３ように表され

る。

図３ 4 桁の数の変換 

■5 桁のカプレカー変換

すべての 5 桁の自然数は変換を繰り返す

と、次の 3 パターンのいずれかで循環する。 
①74943→62964→71973→83952→…

②75933→63954→61974→82962→…

③59994→53955→…

①, ②は最大で 6 回の変換を行うと循環

に入り、③は最大で 2 回の変換を行うと循

環に入る。なお、5 桁のカプレカー定数は

存在しない。循環の過程は、図 4 のように

表される。



図４ 5 桁の数の変換

① 

② 

③



■6 桁のカプレカー変換

6 桁の自然数は変換を繰り返すと、次の 3
パターンのいずれかで循環または収束する。 
①420876→851742→750843→840852

→860832→862632→642654
→420876…

②631764
③549945

さらに①は最大で 13 回の変換で循環に

入り、②は最大で 4 回、③は最大で 1 回の

変換で収束する。なお、6 桁のカプレカー

定数は、631764 と 549945 である。循環ま

たは収束の過程は、図５のように表される。 

■7 桁のカプレカー変換

7 桁の自然数は変換を繰り返すと、

8649432→7519743→8429652
→7619773→8439552→750843
→9529641→8719722

と循環し、最大で 13 回の変換で必要である。

なお、７桁のカプレカー定数は存在しない。

循環の過程は、図６のように表される。

３―３．カプレカー定数について

 次のパターンで表される数はカプレカー

定数である。

①55 … 549 … 94 … 45
②63 … 3176 … 64
9 … 9 のように…の両端が同じ数のと

き、…の間にある数はすべて両端の数(ここ

では 9)であることを表わしている。 
①について、4, 5, 9 は同じ個数であり、

k3 桁のとき成立する(これ以降、 k は自然

数である)。 
②について、3 … 3 と 6 … 6 の 3, 6 は

同じ個数であり、 22 +k 桁のとき成立する。 
この法則を用いると、7 桁より大きな桁

数のカプレカー定数を予想することができ

る。たとえば、8 桁のカプレカー定数は 
76664331－13346667＝63317664 

より、63317664 である。 
k3 桁、 22 +k 桁のカプレカー定数が存在

するので、 k3 桁、 22 +k 桁ではこれらのカ

プレカー定数に収束する数が存在する。 

この詳細については、参考文献[3]を参照

されたい。また、参考文献[4]によると、31
桁までの整数において、カプレカー定数は

14パターンに分類された257個存在するこ

とがわかっている。各パターンには、ただ

1 つの種になるカプレカー定数があり、そ

れに特定の桁だけ数字を加えることによっ

て、他のカプレカー定数が生成される。

３―４．循環と収束について

変換を行い続けると、2 桁と 5 桁と 7 桁

の自然数は循環、3 桁と 4 桁の自然数は収

束、6 桁の自然数は循環も収束もあり得る

ということがわかった。

カプレカー変換は、何回操作を行っても

桁数が変わらないので、発散することはな

く、循環または収束のどちらかに辿り着く。

さらに、収束するということは、変換を繰

り返してカプレカー定数に変換されると、

何回変換を行っても値が変わらないという

ことである。

したがって、収束が起こるためには、そ

の桁数でカプレカー定数が存在する必要が

ある。また、桁数が大きくなるにつれ、そ

の桁数がとり得る変換後の値も増える。カ

プレカー定数が存在するとしても、その桁

数のすべての数がカプレカー定数に収束す



るとは限らない。たとえば、6 桁では、変

換後にとり得る値が 219 通りあり、そのす

べての値が 2 つのカプレカー定数に辿り着

くわけではない。

よって、桁数が大きくなるにつれて、循

環も収束もあり得る可能性が高いと予想で

きる。また、桁数が大きくなるにつれて、2
桁や 7 桁のようにすべての数が 1 種類の循

環に入るわけではなく、5 桁のように複数

の循環のパターンが存在する可能性も高い。 
参考文献[4]によると、2 桁から 31 桁にお

いて、循環や収束のパターンが 1 つしかな

い、つまり、その桁のすべての数が同じ結

果に辿り着くのは、2, 3, 4, 7 桁のみである。

8桁以上は、複数の循環のパターンをもち、

カプレカー定数も 1 つ以上存在することが

わかっている。

４．今後の課題 

今回、2, 3, 4, 5, 6, 7 桁のカプレカー変換

とカプレカー定数についての考察について

まとめた。しかし、以前から考察したいと

考えていた収束、循環の過程の値の規則性

については、手掛かりが見つからず、考察

できなかった。また、桁数が大きくなるに

つれて、変換を行い続けた結果や過程の値

が複雑になる。今回は、SS 課題研究の授業

時間を 7 桁の樹形図を完成させるのに費や

したため、十分な考察ができなかったとい

うことも反省点である。 

５．参考文献 

[1] 「カプレカー変換に関する考察」，市田

美玲，2013 年度奈良女子大学附属中

等教育学校サイエンス研究会生徒研

究論文集

[2]「カプレカー変換に関する考察(2)」，市

田美玲，2014 年度奈良女子大学附属中

等教育学校サイエンス研究会生徒研究

論文集

[3]「カプレカー変換に関する考察(3)」，市

田美玲，2015 年度奈良女子大学附属中

等教育学校サイエンス研究会生徒研究

論文集

[4]「高次桁のカプレカ変換 1」, 平田郁美,
http://www.kyoai.ac.jp/college/ronshu
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図５ 6 桁の数の変換



図６ 7 桁の数の変換



身近なものを使った時間を測る装置の作成 

2 年 A 組 中野 光貴 

2 年 B 組 安藤 陽史 

2 年 C 組 大塚 雄大 

2 年 C 組 坂本 一眞 

指導教諭 藤野 智美 

１．要約 

私たちは、100 円均一ショップで購入できる身近なものを使って時間を測るための装置

を制作した。また、その実験装置に使われている周期運動の周期の長さを変化させ、誤差

との関係を調べた。 

キーワード ハンドミキサー、周期運動、電圧による回転数の変化

２．研究の背景と目的 

私たちは今年度よりサイエンス研究会物

理班として活動している。研究手法を学ぶ

ための導入として、「百円均一の商品で十

秒を正確に計る装置を作成する」という課

題に取り組むとともに、より正確に時を刻

むための条件について探究した。 

３．研究内容 

３．１ 実験装置の作成 

実験装置の作成前に、私たちは時計に必

要な要素として以下の 3 つを考えた。

＜時計に必要な要素＞ 

① 周期運動の発生

② 周期運動の周期の測定

③ 時間が算出できる値の表示

今回の実験装置では、上記の①をハンド

ミキサー(3V)、②をハンドミキサー（以

下、ミキサー）と歩数計の接触回数、③を

歩数計によって実現することとし、図 1 の

ような実験装置を組み立てた。 

図 1
＜工夫点＞

 歩数計とミキサーの接触回数を自動表示

するために、歩数計を分解し、回数をカウ

ントする端子にミキサーへの接触コードを

はんだ付けした。この接触コードがミキサ

ーと接触すると、その接触回数が自動的に

歩数計に表示されるように工夫した。

３．２ 装置を用いた測定 

３-２-1 実験内容

○目的

ハンドミキサーの回転数と時間の関係を

調べる。 



・周期運動にかかる時間の長さが、算出し

た時間の不確かさに与える影響を調べる

・電圧と回転数の関係について調べる

○仮説

・ミキサーの回転数が多いほど一回転あた

りの誤差が及ぼす全体の回転数への影響が

少なくなることから、ミキサーの回転数が

増えるほど時計が正確になると考える。

・電圧と回転数は比例の関係にある。

○実験方法

①ミキサーを電源装置につなぎ、2V から

4V の間で、出力する電圧値を 0.5V ずつ変

化させる。

② 100 秒あたりの回転数を調べるという

ことを 10 回続け、平均値を求めるととも

に、五数要約による分布図の作成を行う。

③ ②のデータをもとに、電流値とミキサ

ーの回転数の関係を調べる。 

３-２-２ 実験結果

表 1 に電圧による回転数の変化、図 1 に

五数要約による箱ひげ図を示す。

＜実験結果＞

・電圧が上がっても、四分位範囲が狭まっ

ているとは言えない。 

・電圧が上がっても回転数が比例して増え

ているとは言えない。 

・ 最大値と最小値の範囲は電圧を上げる

につれて小さくなっている。

表 1 

図 1 

４．考察 

 今回の実験では前述した仮説は証明され

なかった。しかし、最大値と最小値の差と

電圧の間には規則性がみられたことから、

この実験のデータをさらに増やせば、四分

位範囲などでも規則性がみられると考えら

れる。

５．今後の展望 

 今回使用した装置は接触部のエナメル線

による物理的抵抗や歩数計の処理スピード

が遅いなどの不安定な要素があったため、

不確かさが増しているため、改善していき

たい。また、実験データの個数を増やし、

さらにデータの信頼性を上げていきたい。
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本研究におきまして、指導してくださっ

た顧問の藤野先生、アドバイスをくださっ

た先生方に深く感謝申し上げます。
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１．要約 

 私たちはハードウェアに搭載することを目的とした画像認識システムについて研究を行

っている。研究の第一段階として、形や色が単純であるピンポン球の認識を試みた。その

手法は、web カメラでピンポン球を映し、その映像データを Processing と OpenCV を用い

て解析することで色や形、座標を求めるというものである。さらに、これらの技術を使用

し、画像認識システムを用いた「移動可能型 VR」の開発を行ったので、ここで報告する。 

キーワード 画像認識、webカメラ、物体の色と形、VR

２．研究の背景と目的 

私たちは画像認識システムに興味をもち、

研究を開始した。今回はロボコン等で多用

されているピンポン球を認識し、座標を求

めるシステムの開発を行った。また、ここ

で得た画像認識の技術を使って VR への応

用が可能なのではないかと考え、移動可能

型 VR への応用を試みた。 

３．研究内容 

３．１ 画像認識システムの必要な要素 

今回目指した画像認識システムは、web
カメラから得られた画像データのみから物

体を認識し、座標を特定できるシステムで

ある。この技術を用いると、画像認識シス

テムを VR に応用する際、コントローラー

による操作無しで人間の動き（人間の位置

情報）が感知できると考える。そこで、web
カメラに物体を写し、得られた画像データ

のうち、「物体の色」、「物体の形」、「物体の

座標」の 3 要素に着目して目的とする物体

のみを認識できる画像認識システムの開発

を試みた。認識を行う物体には、色合い及

び形状のシンプルさを考え、オレンジ色の

ピンポン球を用いることとした。

３．１．１ 色の認識 

オレンジ色のピンポン球は、単色であり、

かつ環境色として少ないという点でその色

に特徴がある。この色を正確に認識できる

システムが開発できれば、色の認識からピ

ンポン球を特定できる可能性がある。プロ
グラム上で以下の方法を組み込み、web カ

メラに写し出されたピンポン球の色の認識

を試みた。なお、プログラミング言語には

processing というオープンソースプロジェ

クトと、processing の追加ライブラリであ

る OpenCV を用いた。

＜方法＞

1. web カメラでピンポン球を写し、画像

データを得る。

2. 各ピクセルがオレンジ色かどうかを確

かめるために、1 で得られた画像データの
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色の判定に用いる条件式を以下のように決

める。

○オレンジ色の判定を行う条件式

＜R,G,B＞の色の値に対して、

R＞G×1.5 かつ R＞B×1.5 
なお、この条件式は、web カメラに様々な
オレンジ色の物体を写し、それらの画像か
ら得られたピクセルデータを分析して割り
出した条件式である。つまり、この条件を
満たす物体は、オレンジ色であると判断で
きる。
3. 1 で得られた画像データの画面上のす

べてのピクセルを 2 の手法を用いて判定し、

オレンジと判定されたピクセルの座標を平

均化する。この平均座標をピンポン球の中

心として認識する。

＜結果＞

図 1 はプログラムの実行画面である。な

お、オレンジ色と認識しているピクセルは

黒で表示されており、ピンポン球の中心位

置を表しているのが白い正方形である。こ

の手法を用いた結果、オレンジ色である物

体すべてに反応してしまい、ピンポン球だ

けを認識することはできなかった。また、

図 1 のようにオレンジ色の物体が複数ある

場合、座標の平均を算出しているため、そ

れらの物体の間をさしてしまう。

＜考察＞

オレンジ色であるという条件だけではピ

ンポン球のみを認識することができなかっ

た。よって、色以外の他の要素を追加する

ことでピンポン球の認識を行う必要がある。 

３．１．２ 形の認識 

先述したように、色の認識のみではピン

ポン球だけを認識することはできなかった。

そこで、色の認識に加えて、形を認識する

ことができれば、ピンポン球以外のオレン

ジ色の物体を除外することができるのでは

ないかと考えた。そこで、研究の次段階と

して、ピンポン球の円という形に注目し、

プログラム上で以下の方法を組み込み、ピ

ンポン球の形の認識を試みた。

＜方法＞

1. 先述した色の認識の手法を利用し、

画像のピクセルを上から順番に横一列に

オレンジ色かどうかを確かめる、そして、

オレンジが何ピクセル連続しているか記
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録する。

2. １で求めたオレンジ色の連続したピ

クセルの数が一番多いところを円の直径

と定義し、この直線から円の中心と半径

を求める。

3. 2で求めた円の中心から上下左右に

半径の長さを伸ばし、正方形を作る。正

方形の中に円があると仮定すると図2の
ように、正方形内で場所によってオレン

ジのピクセルの数が変わる。四隅付近は

オレンジ色ではないが、中心付近はオレ

ンジ色になっている。そのため、ピンポ
ン球の判定条件として、正方形の四隅の
角付近にはオレンジが少なく、中心付近
にはオレンジが多いという条件を設定す
る。図2の領域Aにおいてのオレンジのピ

クセル数が5割以上、領域Bにおいてのオ

レンジのピクセル数が5割未満であれば、

これを円と認識し、ピンポン球として判

定した。

＜結果＞

この手法を用いると、オレンジ色の物

体全てに反応することなく、ピンポン球

のみに反応するようになった。また、図3
のように複数のオレンジ色の物体がカメ

ラに写っても、ピンポン球のみを認識す

ることができた。しかし、オレンジ色で

円形の物体であれば、ピンポン球でなく

ても反応してしまうことがわかった。

＜考察＞

確実にピンポン球のみを認識すること

はできないが、webカメラ一台のみでは平

面でしか物体を認識することができない

ためこれ以上の認識精度向上が望めない

と考えた。なお、ここまでの色の認識と

形の認識によって、平面での物体の特定

と認識は概ね可能になった。

３．１．３ 座標の認識 

次に、認識したピンポン球の座標を求め

る方法を考える。図4はカメラとピンポン球

の位置関係を上から見たものである。

この考え方では、webカメラとピンポン

球の距離をカメラの正面方向の距離（𝑎𝑎）と

webカメラから見たピンポン球の左右方向

のずれ（𝑐𝑐）によってピンポン球の座標のず

れを算出しようと考えている。

上図の𝑎𝑎と𝑟𝑟の関係式の算出方法として、

webカメラとピンポン球との距離の関係に
注目した。ピンポン球をwebカメラに近づ

けたり遠ざけたりすると、画面上に写し出

されたピンポン球の大きさと実際のピンポ

ン球の大きさの比率が変化する。このよう

な遠近法の考え方から、𝑎𝑎を求められるので

はないかと考えた。以下にその方法を示す。

なお、プログラム上で、先述している色お

よび形の認識のシステムを適用た上で、以

下の方法を追加している。

①webカメラとピンポン球との正面方向の
距離の算出（𝑎𝑎と𝑟𝑟の関係式の算出）

＜方法＞

1. web カメラでピンポン球を写し、画像

データを得る。

2. web カメラとピンポン球の正面方向の

距離（𝑎𝑎）と画面上のピンポン球のサイズ（𝑟𝑟）

との関係を見つけるために、web カメラと
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ピンポン球の間の距離をメジャーを用いて

実測する。

3. この値を様々に変化させたとき、画面

上のピンポン球の大きさがどのように変化

するかを記録する。この段階で、いくつか

のデータから、これらが反比例の関係にな

っていることが予測できた。よって、以下

の手順では反比例の比例定数を導くことに

する。

4. 3 で予測した反比例の関係が成り立っ

ていることを確かめるために、web カメラ

とピンポン球の正面方向の距離が 15.00cm
と 30.00cm の 2 パターンで画面上のピンポ

ン球の半径を測定し、比例定数の値を求め

る。

5. 4で求めた比例定数を反映させ、𝑎𝑎と𝑟𝑟の

関係式を算出する。この関係式の妥当性を

検証するために、𝑎𝑎の値を15.00cmから

2.00cmずつ増やし、𝑟𝑟の値を測定すること

で、理論値と実験値の差を検証した。

＜結果＞

・webカメラとピンポン球の距離が15.00cm
のとき、画面上のピンポン球の半径は82ピ
クセルであった。

・webカメラとピンポン球の距離が30.00cm
のとき、画面上のピンポン球の半径は41ピ
クセルであった。

これらの結果より、webカメラとピンポ

ン球との距離を𝑎𝑎（cm）、 画面上のピンポ

ン球の半径を𝑟𝑟（px）としたとき（図4参照）、

以下の関係式が成り立つことが分かった。

𝑎𝑎 =
1230
𝑟𝑟

この関係式をプログラムに代入して𝑎𝑎の

値を変えながら𝑟𝑟を測定した結果が図5であ

る。なお、グラフ上の青線が理論値、赤線

が実測値である。

なお、距離（cm）の有効数字は小数第２位

までとする。

＜考察＞

結果からわかるように、webカメラとピ

ンポン球の距離𝑎𝑎と、画面上のピンポン球の

サイズ𝑟𝑟の関係を示す反比例の式を定義す

ることができた。比例定数の値は、実験結
果から1230であると定義でき、これはカメ
ラによって変わる値であると考えられる。
この関係式を用いれば、今回の実験とは逆
の流れとなる、画面上のピンポン球のサイ
ズの情報から逆算して、webカメラからど
れだけ離れた位置にピンポン球があるかを
算出できることになる。
②webカメラとピンポン球との左右方向の
ずれの算出（𝑎𝑎と𝑐𝑐の関係式の算出）

次に、webカメラとピンポン球の正面方

向の距離を変化させたとき、左右方向のず

距離（cm） ピクセル直径

15 163 15.09202
17 144 17.08333
19 128 19.21875
21 117 21.02564
23 107 22.99065
25 98 25.10204
27 91 27.03297
29 85 28.94118
31 79 31.13924
33 75 32.8
35 71 34.64789
37 67 36.71642
39 64 38.4375
41 61 40.32787
43 57 43.15789
45 58 42.41379
47 55 44.72727

2460
2𝑟𝑟
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れがどのように変化するか（図4のc）を以

下の方法から求める。

＜方法＞

1. webカメラとピンポン球の距離をメジ

ャーで測定し、20.00cmになるようにピン

ポン球を置く。

2. 1の状態からピンポン球の位置を左右

に6.00cmずらし、画面上のピンポン球の座

標がどれだけずれたかを計測する。

3. webカメラとピンポン球の距離を変化

させ30.00cmになるように設定し、2と同様

の作業を行い、ピンポン球の座標のずれを

計測する。

4. 2, 3の結果から関係式を予想し、webカ
メラとピンポン球の距離（𝑎𝑎）を変えながら、

画面上での横ずれの値（𝑐𝑐）を計測して、求

めた関係式と一致するかを確認した。

＜結果＞

 実験を行ったところ、ピンポン球の形が

楕円になっていることに気づいた。これは、

webカメラが広角レンズのため、画像のふ

ちに近づくほど、物体が横に広がって写っ

てしまうことが原因である。つまり、ピン

ポン球がwebカメラの正面から左右にずれ

ていればずれているほど、画面上での横の

半径が大きく表示され、楕円となってしま

うことがわかった。

＜考察＞

 導いた関係式を適用するには、距離測定

の方法を変更する必要がある。先ほどは、

ピンポン球の横幅から半径を求めていたが、

縦の幅から測定しなければならないと考え

る。

３．２ VRへの応用 

私たちは開発した画像認識システムを

VR に応用できるのではないかと考えた。し
かし、開発したシステムを用いて複雑な形
状である人間の形を認識するのは困難であ

る。そこで、先述した形の認識以外の色の

認識や座標の認識の技術を VR に連動させ

て、「移動可能型 VR」の開発を試みた。 
開発した画像認識システムを活用するこ

とで、web カメラのデータのみからプレイ

ヤー（体験者）の現在座標を求め、VR 内の

キャラクターに仮想空間内の座標を適用さ

せることを試みた。それらを実現するため

の画像処理の手法として、背景差分法と特

殊検出法を活用した。開発はゲーム開発エ

ンジンの一つである Unity で行った。なお、

ライブラリ等は用いていない。

３．２．１ 背景差分法 

背景差分とは観測画像と事前に取得し

ておいた画像を比較することで、事前に取

得した画像には存在しない物体を抽出する

画像処理の方法である。この考え方を用い

てプログラムを作成した。

＜方法＞

1. 背景差分のプログラムを起動後、最初に

背景を登録する。web カメラの画像に人を

含む動体が写らないようにし、全ピクセル

の色を記録し、これを基準の背景とする。

なお、色の認識には、3.1.1 で開発した画像

認識システムを活用した。（図 6） 
2. その後、毎フレームで、登録した背景と

現在の画像の、色が変わっているピクセル

を見つける。この条件は、＜R,G,B＞のい

ずれかの値において、背景と現在の映像と

差が 50 以上ある値があれば、色が変わって

いると判定する。（図 7） 
3. 画像内に写るものを人間に限定すれば、 
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背景と異なる色の集合は全て人間と判定で

きる。

4. 2 で「色が変わった」と判定されたピク

セルの x 座標の平均を、人間の x 座標とす

る（図 8）。この座標の算出方法は、3.1.3
の座標認識での手法と類似している。

この方法で人間の x 座標を求めることが 
できる。今回は x 座標のみの算出を行った

が、カメラを２台用意すれば、人間の x 座

標と z 座標を求めることができる。 

＜結果＞

Unity で、web カメラの画像を参照し、

各ピクセルの色を求め、画面上の全てのピ

クセル（フルピクセル）で処理すると、約

１秒の処理時間を有してしまった。そのた

め、実際に使用し、処理時間の少なかった

画素数を64分の1のみ調べるという方法を

とった。しかし、結果として検出精度が低

下してしまい、仮想空間内と現実空間での

多くの誤差が発生し、うまく作動しなかっ

た。よって Unity で背景差分の方法をとり、

VR 映像を構成して体験させることはほと

んど不可能であると判断した。

３．２．２ 特徴点検出法 

3.5.1 の背景差分法の問題点を解決する

ために、体に色のパターン（模様）の付い

たマーカーを取り付け、そのマーカーの位

置を webカメラで見つけるという方法をと

った。この方法を特徴点検出法という。今

回使用したマーカーは上から赤、緑、赤の

順に色分けされたもので体に巻きつけて使

用する（図 10）。 
＜方法＞

1. 画素数 1/64 で図 9 の矢印のように、左

上から下に向かって順番にピクセルを調べ、

色の認識を行う。

2. 赤、緑、赤の順に連続している列を検出

する。なお、このパターン検出は、3.1.2 で

検出した形の認識の手法を応用している。

3. 2で検出した列のx座標の平均を取るこ

とでマーカーの中心の x 座標を認識する。

図 9 
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＜結果＞

この手法の処理時間は 0.1秒以下となり、

背景にマーカーと同じ色パターンがなけれ

ば必ず認識され、スムーズに処理されてい

た。ここで、求めた座標を、Unity のオン

ラインゲーム用サーバー「UNET」（図 11）
を経由してスマートフォンにデータを送る

と、0.9 秒のラグが生まれた。このラグの問

題を解決するために、ほかの通信方法を使

用する必要がある。

３．３ UDP通信 

３．３．１ UDP通信の導入 

マーカーを装着する際の手間を無くすた

め、背景差分法をもう一度検討したが、

Unity での画像認識は負担が大きく、

1280×720 のピクセルの色を調べるという

重い処理は Unity では不可能であった。そ

こで、この問題を解決するために、処理の

分担を行うことにした。

具体的には、画像処理に向いている

processing で画像認識を行い、映像に写っ

ている人間の座標を特定し、そのデータを

Unity に送信して VR 映像を構成するとい

うものである。この方法をとるためには、

processing と Unity の間で通信を行う必要

がある。そこで、UDP（User Datagram 
Protocol）通信という方法をとることにし

た。UDP 通信とは、リアルタイム性を求め

た、IP プロトコルである。この方法を使う

と、違うアプリケーション間で変数の共有

を行うことができる。

３．３．２ UDP通信の実装 

次にコンピューターでこの背景差分プロ

グラムを使って求めた座標を UDP 通信を

使ってスマートフォン上の Unity のアプリ

内に送信するシステムを開発した。（図 11） 

＜方法＞

1. スマートフォンと PC を同一の Wi-Fi
につなぐ。

2. Processing を用いて背景差分法を行っ

て求めた人の座標データを、UDP 通信を使

って Unity に送信するシステムを作る。

3. Processing 追加ライブラリ「udp」を

使ってスマートフォンのローカル IP アド

レスを指定してデータを送信する。

4. Unity 上では、udp 通信ライブラリを

使用し、送られてきたデータをバーチャル

ワールドに適用して VR 映像を流すように

する。

＜結果＞

この方法を用いると、作業を processing
と Unity で分割することができた。結果と

して画像認識のパフォーマンスを確保した

まま VR 映像を作成することができ、マー

カー無しで人間の座標を測定できた。しか

し、UDP 通信を使うことでタイムラグを減

少できたが、平均約 0.2 秒のタイムラグが

発生した。

図 11 



＜考察＞

プログラムを実行してわかった問題点は、

以下である。

1.カメラを2台用意しないと人のx,z座標を

求めることができない。

2.仮想空間内で移動可能な広さと同じ大き

さの部屋を用意しなければならない。

問題点 1 の解決策として、足の裏の位置

の y 座標を求めることで、カメラと人の奥

行きの距離を求めることができると考えら

れる。ラグの問題点として、UDP 通信はデ

ータの損失を確認しないことで速さを実現

するという IP プロトコルだが、それでも

VR で体験するには十分違和感が発生する

タイムラグとなっている。よって、ネット

回線または別の通信方法、ソフトの軽量化

を考えなければならない。

４．考察

  Web カメラの画像のみから、＜R,G,B＞

の値と、それらピクセルの配置からピンポ

ン球を認識することに成功し、ピンポン球

の奥行きの座標を求められた。しかし、広

角レンズでの横ズレを求めることができて

いない。

また、VR において、UDP 通信を使うこ

とで、処理の分担と背景差分の開発に成功

し、歩行可能 VR を実現できたが、ラグが

まだまだ問題となっている。

５．今後の展望

ピンポン球の認識では、光の強さや当た

り方によって反応精度が低下してしまうと

いう問題点がある。この問題の解決のため

に、光の当たり方を踏まえたアルゴリズム

を組む必要がある。今回使用したピンポン

球は単色で、球のためどの方から見ても円

に見えると、単純な形をしている。そのた

め、もっと複雑な形状、色彩を持つ物体を

識別するアルゴリズムも考えていきたい。

横ズレの測定では、カメラによって物体の

膨れ方の規則性を研究していく必要がある。 
また、VR においての問題点であるラグの

解決には、スマートフォンや PC のスペッ

クや、Wi-Fi の通信状況など、問題点は考

えられる。この部分について、今後も検討

を重ねたい。

６．参考文献

「Processing 画像処理」

<http://opencv.blog.jp/processing/使い方> 
「Unity 画像処理」

<http://www.urablog.xyz/entry/2017/07/0
6/225444> 
「UDP 通信」  
<https://qiita.com/nenjiru/items/8fa8dfb2
7f55c0205651> 
「マイコン漬け」

<http://morokyuu.way-nifty.com/blog/201
4/12/processingudp-8.html>  
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今回の研究を行うにあたり、顧問の藤野

先生には多大なご指導を賜りました。また、

同研究会の先輩方にも多くの助言をいただ

きました。この場を借りて、深く御礼申し

上げます。



①推進用プロペラ ②取り込んだ空気

③吸気用エンジン ④スカート

図 1 ホバークラフトの仕組み 

人が乗れるホバークラフトの製作 

3 年 B 組 岩井   陸 
指導教員 藤野 智美

１．要約 

 私はホバークラフトの仕組みに興味を持ち、研究を行っている。今回は、学園祭での実

演に向けて自作したホバークラフトの作成方法と走行の様子について報告する。 

キーワード ホバークラフト、ジョイント

２．研究の背景 

学園祭で実演する内容を考えていた際、

ホバークラフトが自作できることを知り、

興味を持った。そこで、学園祭での使用に

向けて実際にホバークラフトを作成すると

ともに、より良いホバークラフトの設計方

法を考察したいと思い、研究を開始した。 

３．研究内容 

３.１ ホバークラフトの構造 

ホバークラフトは、機体上部から空気を

吸い込んで圧縮し、下部の空洞に送り込む

ことで浮上する。(図 1) 

 そのため、実際に作成する場合、以下の

仕組みを工夫して作成する必要があり、以

下に示したような工夫を行なった。 

(1) 外部から空気を吸い込む部分

空気を吸い込むエンジン部分を家庭用掃

除機で代用した。 

(2) 吸い込んだ空気をためる部分

衣装ケースを密封することで空気室を作

成した。 

(3) 空気を排気する部分

空気を細いホースで送ることで気圧を高

め、機体各部に送風した。 

３.２ 作成方法 1 

以下に実際の作成方法を示す。 

① 排気口及び吸い込み口に使用するため、 

衣装ケースにプラスチックチューブの太さ、

掃除機の吸気口の大きさと同じ穴を開けた。

次に、衣装ケースに掃除機を入れ、先ほど

開けた穴から吸い込み口やコードを通し、

穴の隙間はホットメルト接着剤等で塞いだ。 

② 使用した掃除機が、延長管の手元ではな

く本体の方に電源スイッチが付いている形

であったため、密閉する際にスイッチを入

れたままにしておき、ソケットの抜き差し



図 2 空気室の密閉方法

で電源の入切を切り替えることにした。 

③ 次に、スカート部分を作成した。参考

文献[1]では、スカートに自動車のタイヤチ

ューブを使用していたが、今回は入手でき

なかったため、浮き輪を使用した。まず、

浮き輪を８割ほど膨らませ、薄いベニヤ板

を、一番長い対角線が浮き輪の直径とほぼ

同じ八角形になるように切り、ガムテープ

で浮き輪に貼り付けた。 

④ ベニヤ板の中心に穴を開け、ホースを

繋ぐための接続部としてプラスチックチュ

ーブを取り付けた。これを３つ製作し、ス

カートとした。

⑤ 120cm×40cm と 90cm×40cm の角材の

枠を T 字型に組み合わせ、土台を作った。

⑥ ドレンホースを適度な長さに切り、四

つ又ジョイントを介して空気室やスカート

部と繋ぎ、各スカートに空気を送れるよう

にした。 

３.３ 浮上実験 1 

作成方法 1 に従って作成した本体につい

て、浮上するかどうかの実験を行なった。

すると浮上はしたものの、以下の課題点が

発生した。 

・ モーターの性能不足による掃除機本体

からの発熱と騒音の発生

・ 吸引力不足

・ 空気室からの空気漏れ

・ 土台の強度の不足

モーターの性能の不足や吸引力の課題を

解決するために、吸引力の高い別の掃除機

（HITATI CV-PC8-N 日立紙パック式クリ

ーナー（パワーブラシ））を使用することと

した。 

３.３ 作成方法 2 

 上記の課題点を解決すべく、以下の改善

点を加えた。 

(1)モーターの性能・吸引力の不足への対策

前述したように、別の掃除機を使用する

ことで機能の向上を目指した。 

(2) 空気室からの空気漏れの対策

新しい衣装ケースに吸気及び排気用の穴

を開け、掃除機を衣装ケースに入れ、穴か

ら吸気ノズルやコードを出して隙間をホッ

トメルト接着剤で埋める手法は変更しなか

った。一方、衣装ケースの密閉方法につい

ては、作成方法 1 の①の手法では、蓋部分

の隙間からの空気漏れを十分に防ぐことが

できなかった。そこで、蓋の使用をやめ、

図 2 のように衣装ケースのふちと木の板の

間にゴムシートを挟み、ネジで止めること

で空気室を密閉することを試みた。プラス

チックへのネジ止めとなるため、以下の手

順でねじ止めを行なった。 

以下に、密閉方法の詳細を示す。 

① 衣装ケースのふちが図 2 のように二重

構造になっていたため、底面側のふちを電

動ドリルで削る。 

② 残っている方のふちに電動ドリルでネ

ジ穴を開ける。 

③ ネジ穴にネジとワッシャーを設置し、

ドライバーを用いて手動でネジを倒れない



程度に固定する。

③ 電動ドライバーをゆっくり回転させ、ネ

ジを最後まで回す。力を入れすぎるとプラ

スチックが割れてしまうため、注意が必要

である。

 この手法を用いたところ、空気漏れがほ

とんどなくなったため、空気を十分密閉で

きていると考える。 

(3)土台の不安定さの解消

作成方法 1 の⑤のように、角材を組み合

わせただけの土台では強度の不足が心配さ

れたため、厚みがあり、かつ軽量である合

板を組み合わせた図 3 のような土台を作成

した。 

(4)その他の工夫

・ホースは改良前、全体が均一な太さで大

量の空気を送るには効率が悪かったため、

特に空気の量が多い空気室から四つ又ジョ

イントまでの間に、最初に使用した掃除機

のホースを使用した。また、図 4 のように、

ジョイント部分とビニールテープ部分を固

定した。 

・スカートには特に問題は発生しなかった

ため、先ほど製作したものをそのまま流用

し、新しい土台にガムテープで貼り合わせ

て固定した。 

・土台とスカート、空気室をホースでつな

ぎ、ホットメルト接着剤やビニールテープ

を多重に巻きつけることで空気漏れを防ぎ

つつ固定した。 

 これらの改善点を加えた上で、再び浮く

かどうかの実験を行なったところ、大人が

一人乗っても稼働に十分な程度の浮上が確

認できた。 

 

３.４ 稼働方法 

 今回は推進機構を取り付けていないため、

移動の際は後ろから人が手で押す形にした。 

 作ったホバークラフトは、学園祭の出し

物として活用した。このホバークラフトは

学園祭の期間中、人を乗せて約 5.5m の間

を 1000 往復以上することができた。なお、

浮き輪の空気漏れが否めなかったため、空

気入れを用意して定期的なメンテナンスを

行った。次回以降の改善点として、手すり

など、乗車する際に捕まる部分を取り付け

ると安定性が増すと感じた。図 5 に乗車時

の様子を示す。 

図3 木の板を組み合わせた土台

図 4 ホースのジョイント部分



 

４.反省点と今後の改良点

前述の通り、今回作成したホバークラフ

トは学園祭の出し物として活用したが、運

用しているうちに三つのスカートのうち一

つがパンク、もう一つが土台の板から外れ

てしまった。 

 浮き輪の土台からの脱落は、土台と浮き

輪の接着をガムテープではなくより強力な

接着剤で固定すれば良かったと思う。また、

浮き輪のパンクについては参考文献にもあ

るように、スカートをタイヤチューブにす

れば丈夫でパンクしにくくなったのではな

いかと考える。 

５.今後の展望

作成したホバークラフトを用いて、作

用・反作用の法則や、運動量の保存の法則

について確認したいと考えている。 

６.参考文献

[1] 人が乗れるホバークラフト つくって

びっくり, これはかんたん！ 

http://yoiidea.my.coocan.jp/hover/hover.ht
m 
[2]搭乗型ホバークラフトの製作

http://www.asahi-net.or.jp/~qc8k-stu/rika
/hob/s_hob.htm 
[3]あぶない科学実験

川口友万 彩図社

[4]ホバークラフト-Wikipedia

https://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%9
B%E3%83%90%E3%83%BC%E3%82%A
F%E3%83%A9%E3%83%95%E3%83%88 
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んに多大なご指導、ご協力をいただきまし

た。この場を借りて深く御礼申し上げます。 

図 5 乗車時の様子



図 1 2D でのシミュレーションの様子 
（分子数 2000） 

気体分子の運動に関するシミュレーション

4 年Ａ組 川本 稜生 
指導教員 守本 寛治

１． 要約 

私は非ニュートン流体の挙動をシミュレートすることを目標として研究を行っている。

今回はその初期段階として、三次元空間での気体分子の運動を可視化するシミュレーター

を作成した。また、開発環境として Processing を用いた。 

キーワード 気体分子 シミュレーション 三次元空間 Processing

２． 研究の背景と目的 

 前述の通り、この研究は将来的に非ニュ

ートン流体のシミュレーションを行うこと

を目標としている。そこで、今回の研究で

は比較的簡易でコンピューターへの負荷が

少ない気体分子のシミュレーションを通し

て、より効率的で高速な演算を可能にする

シミュレーション手法の獲得を目指した。

３． 研究内容 

３.１ 2Dでのシミュレーション 

三次元空間でのシミュレーションに先駆

けて、平面でのシミュレーションを行った。 
二体の気体分子の衝突前の速度から衝突

後の速度を求める方法を以下に示す。なお、

力積を𝐼𝐼、気体分子の質量を𝑚𝑚、衝突前の速

度を𝑣𝑣、衝突後の速度を𝑣𝑣′、反発係数を𝑒𝑒と

表し、1 と 2 の添字でそれぞれの分子を表

すものとする。

運動量の変化は力積に等しく、それぞれ

の分子には大きさが同じで逆方向の力積が

作用するため、次のような式が立てられる。 
𝐼𝐼 = 𝑚𝑚1(𝑣𝑣1′ − 𝑣𝑣1)…① 
−𝐼𝐼 = 𝑚𝑚2(𝑣𝑣2′ − 𝑣𝑣2)…②

さらに、反発係数と衝突前後の速度の関

係式は、

𝑒𝑒 = −𝑣𝑣1′−𝑣𝑣2′
𝑣𝑣1−𝑣𝑣2

…③

となる。

①、②、③から、以下の式が得られる。

𝐼𝐼 = − (𝑣𝑣1−𝑣𝑣2)(𝑒𝑒+1)
1
𝑚𝑚1

+ 1
𝑚𝑚2

 

𝑣𝑣1′ = 𝑣𝑣1 + 𝐼𝐼
𝑚𝑚1

𝑣𝑣2′ = 𝑣𝑣2 −
𝐼𝐼
𝑚𝑚2

各粒子の初期位置、初期速度は乱数で決

定するものとし、上記の式に基づいてシミ

ュレーションを行った。



また、反発係数の値を変化させて力学的

エネルギー保存則が成り立つことを確認し

た。 

３.２ 3Dでのシミュレーション 

平面でのシミュレーションを元にして、三

次元空間上でシミュレーションを行った。

今回は平面から三次元空間への移行を円滑

に進めるため、ベクトルの演算を行えるよう

なプログラムを組んだ。平面の場合と同一の

演算で処理することが可能なので、より簡潔

に記述することができる。 

４． 今後の課題 

今回作成したシミュレーターに温度や圧

力等のパラメーターを追加して、より現実

の挙動に近付けていきたいと考えている。 

また、反発係数が極端に低いと図 4 のよ

うに分子同士が集まって隅に固まるという

現象が見られたので、これが自然界でも実

際に起こるのかどうかについて考えていき

たい。 

５． 参考文献 

[1]Processing リファレンス

https://processing.org/reference/
[2]Processing による 3D プログラミング

http://yoppa.org/proga10/1301.html
[3]「ゲーム開発のための物理シミュレーシ

ョン入門」, オーム社

６． 謝辞 

今回の研究を行うにあたり、顧問の守本先

生にご指導いただきました。ありがとうござ

いました。 

図2 総エネルギー量のグラフ 
横軸が時間、縦軸が総エネルギー量を表す。

上が e=0.99、下が e=1.00 のもの。 

図 3 3D でのシミュレーションの様子 
（分子数 300） 

図 4 反発係数が極端に低い場合 



火に強い石膏ボードについて 

6 年 A 組 清家 悠大 
指導教諭 藤野 智美

１．要約 

 私はより良い家づくりを目指して、石膏ボードに関して調べた特徴について実験した。

今回は建材として用いられている石膏ボードに熱が加えられた時、その材質の変化から、

温度上昇が抑えられるという情報に対して、実験を考案し、その性質の検証を行った。 

キーワード  石膏ボード、水和物、気化熱 

２．研究の背景と目的 

私は家とは本来、そこに住む人達の命や

生活、財産を守るためのものであると考え

ている。火災はそんな家が守っているもの

が失われる重大な災害である。そして、家

で火災が発生してしまった時、家の材質に

よって熱の伝わり方、燃焼の仕方に大きな

違いがあるということを文献調査で知り、

マテリアル工学の観点からより良い建築を

目指せるのではないかと考えた。本研究で

は火災に対して強いと言われている石膏ボ

ードについて調査したので報告する。 

＜石膏ボードの火災に対しての特徴＞ 

・石膏ボードの芯材は無機質の石膏である

ため、燃えることはない。石膏には、約

20％の結晶水が安定した形で含まれており、

石膏ボード 1 枚に、3kg の水を含んでいる

計算となる。 

・火災時に石膏ボードが高温にさらされる

とこの結晶水が熱分解し、水蒸気となって

徐々に放出され、温度の上昇を遅らせる働

きを行う。加えて、石膏そのものが伝熱を

防止するバリアの役割を果たす。石膏ボー

ドは、こうした石膏の特性によって、防火

材料に認められており、壁の防･耐火構造

の材料として、あるいは柱や梁の耐火被覆

材として多用され、火災の延焼防止に効果

を発揮している。 

・ 大きさ 910mm×1,820mm×12.5mm の

石膏ボードには、結晶水が約 3kg 含まれて

いる。「石膏」は 2 分子の結晶水をもつ硫

酸カルシウムで、通常「二水石膏」と言う。

・「二水石膏」は 120℃～150℃に加熱する

と「焼石膏」になる。「焼石膏」に水を加

えると水和反応を起こし、再び元の「二水

石膏」に戻って固まる。この性質を利用し、

2 枚の厚紙（原紙）の間に水で練った「焼

石膏」を流し込み、板状に固化させて、石

膏ボードは作られている。 

３．研究内容 

３．１ 熱伝導率の比較 

○目的

文献上の石膏ボードは火災に対して強い

材質であるという情報を実験的に確認する。 

○仮説

石膏ボードは、結晶水の気化熱によりエ

ネルギーを消費することから、内部に伝わ



る熱の量を減らすことができるのではない

かと考える。また、内部の温度は一定の温

度まで上がると、一時的に温度上昇が止ま

り、しばらくすると、多くの結晶水が蒸発

するので再び温度上昇が始まるのではない

かと考える。 

○実験方法

今回の研究は建材としての石膏ボードの

特徴を探ることである。そこで、クッキー

の型から作った家の外壁に見立てた金属製

の箱の中に、内壁に見立てた板として石膏

ボードを並べる。対照実験として、昔から

建材として使われてきた木材で同様の内壁

を作り、ガスバーナーで熱し、時間別の温

度変化を記録する(図 1、図 2 参照)。

○実験結果

・グラフⒶから石膏ボードと木材では内部

の温度上昇の仕方に大きな違いがあり、石 

膏ボードは 60℃程で温度上昇が止まって 

いる。 

・図③から燃焼後のそれぞれの様子を見て

も木材が炭化しているのに対し、石膏ボ

ードの見た目に大きな変化はない。

○考察

石膏ボードは木材に比べて部屋の内部に

熱を伝えにくい部材であると考えられる。 

３．２ 脱水反応の検証 

○目的

石膏ボードの主成分である硫酸カルシウ

が石膏ボードの温度上昇を抑える要因であ

ることを確かめる。 

○仮説

両方の物質から加熱により水分が検出さ

れ、文献の情報通り、石膏ボードの温度変

化の要因として硫酸カルシウムの脱水反応

が考えられる。 

○実験方法

試験管に砕いた石膏ボードを入れて加熱

し、試験管の中の様子について観察する。

また、硫酸カルシウム二水和物の単体も同

じように加熱して、それぞれの様子の変化

を確認する。(図④参照) 

○実験結果

・図 6 から二つとも同じように試験管の口

の辺りに水滴が溜まっていて、二つの物

質ともに加熱によって水蒸気が発生する

ことが分かった。(図⑤参照）

○考察

石膏ボードが温度上昇を抑えるのは硫酸

カルシウム二水和物の脱水反応により、結

晶水の気化熱が生まれることで内部に伝わ

るエネルギーが減ることが原因であること

が分かった。 

４．考察・今後の展望 

・石膏ボードは加熱により硫酸カルシウム

に水和物から二分の一水和物になる過程で

結晶水が蒸発するのに熱が消費されるため、

温度上昇を抑えることができる素晴らしい 

建材であることが分かった。 

・優れた耐火性能に加えて価格の安さ、遮

音性、施工性などから石膏ボードは非常に

優れた建材であることが分かった。   

・石膏ボードの施工面積と火災による燃焼

面積には関係性があり、施工面積が増える

に従って、燃焼面積が減っていることが分

かる。（グラフⒷ参照） 

・今回の研究では見た目からの判断が多か

ったので、定量的な分析を行うことで石膏

ボードの新しい可能性を見出したい。 



５．参考文献 

①一般社団法人 石膏ボード工業会

「石膏ボードについて」 
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②床面積 1m2当たりの石膏ボードと焼損面

積
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７．実験の様子 

図 1 実験 3.1 の様子 

図 2 実験 3.1 の結果 

図 4 実験 3.2 の結果 

図 3 実験 3.2 の様子 



グラフⒶ 実験 3.1 の結果 

グラフ○B  考察 (参考サイトから引用) 



糖類の判別実験 

３年 B 組 加藤 優弥 
指導教員 松浦 紀之

１．要約 

糖類は食品中にも含まれる有機化合物で，多くの種類が存在する。そこで化学的な性質

の違いを利用して，7 種類の糖類の判別実験を行った。ヨウ素デンプン反応，フェーリング

反応，バーフォード反応，セリワノフ反応による判別実験の結果，フルクトース，スクロ

ース，デンプンは判別することができたが，フルクトースとアラビノース，マルトースと

ラクトースは，それぞれを判別することができなかった。

キーワード 糖類 ヨウ素デンプン反応 フェーリング反応 バーフォード反応 セリワ

ノフ反応

２．はじめに 

 植物の光合成では，葉緑体が二酸化炭素

と水から日光を利用することで，グルコー

ス C6H12O6と酸素 O2を生成している。グル

コースが数多く結合するとデンプンとよば

れる高分子化合物ができ，種子の中に蓄え

られる。このように，グルコースやデンプ

ンは生物が生命活動を行う上で必要不可欠

な存在である。グルコースやデンプンは糖

類とよばれる有機化合物で，他にも数多く

の種類が存在する。

これらの糖類は種類により化学的な性質

が異なるのではないかと考え，性質の違い

を利用した糖類の判別実験を行った。

３．実験 

3.1 試薬 

7 種類の糖（グルコース，フルクトース，

アラビノース，スクロース，マルトース，

ラクトース，デンプン）の 1%水溶液を調

製した。実験で用いた薬品類は市販のもの

をそのまま使用した。

3.2 検出試薬の調製 1, 2) 

(a) ヨウ素ヨウ化カリウム溶液

ヨウ化カリウム 2.0 g を 100 mL の水にと

かし，これにヨウ素 1.0 g を溶かした。 

(b) フェーリング液

(Ａ液)硫酸銅(Ⅱ)五水和物 7.0 g を純水

に溶かして 100 mL にした。(Ｂ液)酒石酸ナ

トリウムカリウム 35.0 g と水酸化ナトリウ

ム 10 g を水に溶かして 100 mL にした。使

用する直前にＡ液とＢ液を同体積ずつ混合

した。

(c) バーフォード試薬

酢酸銅(Ⅱ)一水和物 6.7 g を純水 100 mL

に溶かし，酢酸 0.90 mL を加えた。

(d) セリワノフ試薬

レゾルシノール 0.10 g を 4.0 mol/L 塩酸

200 mL に溶かした。 

3.3 操作 1, 2) 

(a) ヨウ素デンプン反応

糖の水溶液を 2.0 mLずつ別々の試験管に



はかりとり，1%デンプン溶液をそれぞれ 3

滴加えた。

(b) フェーリング反応

糖の水溶液を 2.0 mLずつ別々の試験管に

はかりとり，フェーリング液をそれぞれ 1.0 

mL 加え，60℃の水浴で 5 分間加熱した。

(c) バーフォード反応

糖の水溶液を 2.0 mLずつ別々の試験管に

はかりとり，バーフォード試薬をそれぞれ

3.0 mL 加え，沸騰水浴で 5 分間加熱した（図

1 左）。

(d) セリワノフ反応

糖の水溶液を 2.0 mLずつ別々の試験管に

はかりとり，セリワノフ試薬をそれぞれ 3.0 

mL 加え，沸騰水浴で 3 分間加熱した（図 1

右）。 

４．結果と考察 

実験で用いた 7 種類の糖類のうち，単糖

類（グルコース，フルクトース，アラビノ

ース）および二糖類（スクロース，マルト

ース，ラクトース）は水によく溶けた（図

2）。一方，多糖類のデンプンは冷水に溶け

にくく，沸騰水には溶けた。 

実験(a)～(d)の結果を表 1 に示す。実験

(a)では，デンプンの構造中にヨウ素分子が

入り込むことで，デンプンのみ溶液が青紫

色に呈色した（図 3(a)）。

実験(b)は，還元性のある糖（還元糖）で

あるかを確かめることができる。実験の結

果，スクロースとデンプン以外で赤褐色の

沈殿（酸化銅(Ⅰ)Cu2O）が生じた（図 3(b)）。

これらの糖には，還元性を示す構造（アル

デヒド基 -CHO やヒドロキシケトン基

-COCH2OH）を含まれている（図 4）。同じ

く還元糖であるかを確かめることができる

実験(c)の結果は，単糖類のみ（グルコース，

フルクトース，アラビノース）が反応し，

いずれも少量の赤色沈殿 Cu2O を生じた（図

3(c)）。この反応は，Cu2+と糖の反応の起こ

りにくさが関係しており，反応しやすい単

糖類だけが反応したものと考えられる。

実験(d)は，分子中にケトン基＞C=O を持

つ糖（ケトース）を検出することができる。

実験の結果，フルクトースは赤褐色に，ス

クロースは赤色の溶液に変化した（図 3(d)）。

二糖類のスクロースにはケトン基が含まれ

ないが，セリワノフ試薬中の塩酸によりス

クロースが加水分解され，単糖類のグルコ

ースとフルクトース（フルクトースはケト

ン基を含む）になったため，セリワノフ反

応が起こったと考えた。 

以上の結果より，フルクトース，スクロ

ース，デンプンは判別することができた。

しかし，フルクトースとアラビノース，マ

ルトースとラクトースは判別することがで

きなかった。 

５．まとめ 

糖類の化学的な性質や構造の違いを利

用することで，実験で用いた 7 種類の糖類

のうち，3 種類を判別することができた。

判別できなかったグルコースとアラビノ

ース，およびマルトースとラクトースにつ

いては，これらの糖とフェニルヒドラジン

との反応（糖のカルボニル基とフェニルヒ

ドラジンとの縮合反応）により生じるオサ

ゾンの黄色結晶の形状から，糖の同定がで

きる方法が知られている 3)。実際に実験を

行ったが，結晶を作ることができず，判別

することができなかった。条件を検討して，

再度，実験を行いたい。 



フェーリング液の還元の反応では，硫酸

銅(Ⅱ)水溶液に水酸化ナトリウムを加え

ることで，溶液をアルカリ性にして実験を

行っている。しかし，実験(c)のバーフォ

ード反応では酢酸銅（Ⅱ）水溶液に酢酸を

加え，酸性の条件で操作を行う。そこで，

硫酸銅(Ⅱ)や酢酸銅，塩化銅などといった

様々な銅塩の種類の違いや，また溶液の pH

に違いによって反応性が変わるのではと

考えこれらの比較の研究を現在行ってい

るところである。 

６．参考文献 

1) 藤田修三, 山田和彦, 食品学実験書第2

版, 医歯薬出版, 2002.

2) 小野寿久, 化学と教育, 55, 2007,170-171.

3) D. T. Plummer, 実験で学ぶ生化学, 化学

同人, 1981.

表 1．実験(a)～(d)の結果 (×：反応しなかった) 

糖 類 種 類 
(a)ヨウ素デ
ンプン反応 

(b)フェーリン
グ反応 

(c)バーフォ
ード反応 

(d)セリワノ 
フ反応 

グルコース 

単糖類 

× 赤褐色沈殿 赤色沈殿 × 

フルクトース × 赤褐色沈殿 赤色沈殿 赤褐色溶液 

アラビノース × 赤褐色沈殿 赤色沈殿 × 

スクロース

二糖類 

× × 赤色溶液 × 

マルトース × 赤褐色沈殿 × × 

ラクトース × 赤褐色沈殿 × × 

デンプン 多糖類 青紫色溶液 × × × 
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図 1．実験で使用した糖（単糖類は鎖状構造で表している） 

図 2．バーフォード反応(左)，セリワノフ反応(右)の実験の様子

図 3．実験(a)～(d)の結果。左からグルコース，フルクトース，アラビノース，スク

ロース，マルトース，ラクトース，デンプン

グルコース フルクトース

図4．Cu2+と糖の酸化還元で反応する部分（枠内が反応する） 

CH2OH
C OH

C C

CC
HO OH

OH

H

H

H

H H

O

H
C OH

C C

CC
HO H

H

H

OH

HO

H O

CH2OH

(a)ヨウ素デンプン反応

(b)フェーリング反応

(c)バーフォード反応

(d)セリワノフ反応



微生物太陽電池の開発に向けて

2 年 A 組 井関 天羅 
指導教諭 櫻井  昭

１. 要約

私は土壌に棲む微生物を利用した発電について研究している。今回は予備実験として土

壌に電極をさした場合電流が流れるかを測定し、更に土壌の種類によって結果が変化する

のかを確認した。

キーワード 水素(H)→H＋＋ｅ－，微生物

２. 研究の背景と目的

土壌中生息する微生物は、土壌中の有機

物を分解することによりエネルギーを得て

いる。これらの微生物の中には、有機物を

分解してエネルギーを得る際に電子を放出

させるものもいる。そのため陰極を土壌中

に、陽極をその上の水中に沈めることで、

両極間を電気が流れ発電させることができ

る。そこで本研究では、この現象を用い、

どのような条件で電流が多く流れるのか、

条件を変えて実験することにした。また本

研究で発生する電気は、デジタルテスター

(PM3)を用いて電圧を測ることで確認した。 

３. 研究内容

３.１.１ 実験仮説 

容器に水と土壌を入れ、土中と水中それ

ぞれに電極を設置すると、電圧が測定でき

る。

３.１.２ 実験方法 

３.１.２.１ 材料 

実験には、透明な瓶(直径 8～10cm、高さ

10cm)を利用した。これは、実験中に内部

を観察できるようにしたかったためである。

電極には、陽極、陰極ともに直径 5mm、長

さ 7cm の炭素棒を使い、抵抗には 10Ωの

ものを用いた。

土壌は、本校の中庭花壇のものを採取し

た。

３.１.２.２ 方法 

 まず、装置を組みたて、次に瓶に土を入

れ陰極をセットしてから水をいれて陽極を

セットした(図 1)。その後、経過観察を行っ

た。測定は、放課後の 16 時頃に行った。花

壇②、腐葉土、花壇③は夏休み中の実験で

あったため測定時間はまちまちである。

図１ 実験装置



３.１.３ 結果と考察 

実験結果は、次の表のようになった。

土壌がないと(水だけでは)発電しなかっ

た。また花壇①の結果のうち、9 日目に

2.5mV という結果は、測定のしかたによる

失敗だと考えられる。また、花壇②で陽極

が土壌に接していても発電に影響を与えな

いことを確認した。

微生物が有機物を分解することで電子を放

出し発電するため、栄養分が多い土壌では

より発電するのではないかと考え、市販の

腐葉土を用いて実験を行った。

３.２.１ 実験仮説 

 有機物が多い土壌ほど微生物が多く、電

子が多く放出されるので測定される電圧は

大きくなる。

３.２.２ 実験方法 

実験装置と測定方法は、３.１.２と同じ方

法で行った。

有機物が多い土壌として、市販の腐葉土

２種類と池近くの土壌を用意した。そして

電圧の数値比較のため、花壇の土壌を用意

して実験を行った。

３.２.３ 結果と考察 

実験結果は、次の表のようになった。 
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腐葉土の特性として土を柔らかく保ち、
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陰極を土壌中に、陽極を水中にと隔てるこ

とが不可能であったため、結果の信用性は

低い。
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ータ)
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いたため、浮遊物を取り除く作業を数回行

い、底に溜まった沈殿物を用い実験を行っ

た。基本、夕方に測定したがあるよく晴れ

た日の昼(13:30)と日が沈んだ夜(21:00)に
それぞれ測定したところ、

13：30 花壇⑤：0.3mV，家・腐葉土：0.5mV 
21：00 花壇⑤：0.2mV，家・腐葉土：0.2mV 
という結果になった。このことから、発電

が外部環境のうち、温度か光の強さに影響

を受けているのではないかと考えられる。

また、腐葉土の作業後の沈殿物と元の腐葉

土の栄養分を比較してから言えることだが

栄養分が多いと考えられる腐葉土の発電が

花壇の土より多かった。

４. 結論

 結果から、腐葉土などの比較的有機物が

多いだろうと考えられる土壌にすることで、

花壇の土壌より電圧があがった。しかし、

それが土壌中の有機物によるものかはわか

らない。

５. 今後の課題

 今回の結果より発電に影響すると考えら

れるものは、土壌の栄養分、外部環境の気

温、日光の強さといったものだった。これ

らについて、今後の実験を通してどのよう

な条件が一番望ましいのかを解明したい。

また、土壌の栄養分については具体的にど

のようなものが発電に影響を与えているか、

調べるとともに、計測のミスを減らすよう

に勤めていきたい。今後の展望として、現

段階では発電量が少なく、安定した電力の

供給が可能ではないため、将来の実用化に

向け、有機物の投与など発電効率を向上さ

せ、長時間発電可能にするための研究を行

っていきたい。

６. 参考文献

水田土壌の微生物を用いた発電の研究 山

形県立鶴岡南高等学校  科学生物班

www.kk-tohoku.or.jp 
田んぼ発電 微生物のエネルギーを利用せ

よ https://www.nippon.com 
橋本光エネルギー変換システムプロジェク

ト

科学技術振興機構 https://www.jst.go.jp 
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粘菌はがん細胞を認識するのか

5 年 C 組 松本 純子 
指導教員 櫻井  昭

１. 要約

 粘菌は、エサとなる物質に正の走性を、光などの忌避物質には負の走性を示すことが知

られている。私は、粘菌のこの走性を病気の早期発見に利用できないかと考え、まずは粘

菌ががん細胞に対して向かっていくのかどうかを植物の未分化細胞のカルスを利用し調べ

た。その結果、粘菌は、カルスを認識し好むと思われた。今後は、粘菌がカルスの何の成

分に反応するのか、より詳しく分析し、どのような走性なのか調べたい。また、動物の未

分化細胞だとどうなるのかと疑問に思い、ヒーラ細胞で再度実験を行うことも計画してい

る。

キーワード  変形体、イタモジホコリ、がん細胞、クエン酸、カルス、化学走性

２. 研究背景

 粘菌とは、アメーボゾア門コノーサ網変

形菌亜網に属する単細胞生物で、真性粘菌

と細胞性粘菌の 2 種類がある。一般的に暗

くてじめじめしたところを好み、森や藪、

花壇などに生息している。そして、環境に

合わせて、胞子、細胞、変形体、子実体と

様々な形態になる(図 1)。 
変形体時の粘菌は、自由自在にからだ（粘

菌コロニー）を伸ばしたり、縮めたりでき

る。また好き嫌いがあり、オートミールな

どの好物には近づき、光などの嫌いなもの

からは遠ざかる。これは、前者は正の走性、

後者は負の走性を示しているのだと言われ

ている。走性とはある特定の物質に寄って

いったり(正の走性)、避けたりまたは遠ざか

ったり(負の走性)する性質のことである。オ

ートミール(図 3)とは、別名えん麦とも言い、

シリアルなどに入っている穀物であり、粘

菌のエサになる。

粘菌は、正の走性を示す物質には「最短

ルートで向かっていく」という大きな特徴

がある。

さらに、粘菌にはタマゴルリホコリやシ

ロウツボホコリなどの様々な種類がある。

本研究で使用したのは、真性粘菌イタモジ

ホコリ(学名 Physarum rigidum)の変形体

である(図 2)。
今日行われているがん研究では、ヒーラ

細胞というヒトのがん細胞が使用されてい

る。しかし、この細胞は中等教育学校や高

等学校で扱うことは困難である。そのため、

本研究では、がん細胞と同じく分裂を続け

る能力を持ったカルス(植物組織由来の未

分化細胞塊)を使用し、粘菌の走性を示すか

どうか調べることにした。

３. 研究内容

３.１研究の目的

3年前から粘菌の研究を続けてきた私は、



粘菌を有効利用する方法に興味を持ち、粘

菌をヒトの健康に役立つことに使えないか

と思っていた。そして、文献検索をする中

で、線虫が嗅覚を利用しヒトの尿からがん

の有無を判別できるという研究を見つけ、

粘菌も何らかの方法でがんを発見すること

ができないだろうかと考えた。先述したよ

うに、粘菌は様々な物質に対して走性を示

す。この粘菌の走性をがんの早期発見に利

用できないかと思い、まずは粘菌はがん細

胞に向かっていくのかを、イタモジホコリ

の変形体とオートミール、粘菌が嫌うとさ

れる有機酸の一種であるクエン酸、カルス

を使って調べることにした。

 以下、「イタモジホコリの変形体」を「粘

菌」と表記する。

３.２ 仮説 

 粘菌は、オートミールには正の走性を示

し、クエン酸には負の走性を示す。

 また粘菌は、カルスを認識し、カルスに

対し正の走性を示し、オートミールに近づ

くのと同様に近づいていく。

３.３ 実験方法 

① 寒天粉末 6.0g に蒸留水をΣ300mL 加

えてガラス棒で混ぜ、オートクレーブで滅

菌する

② ①で作った寒天培地をシャーレ 8 枚に

分注する

③ 9 ㎝径のろ紙に模様を描き(図 4)、寒天

培地を入れた 9 ㎝径プラスチックシャーレ

をその上に置く。すると半透明の寒天培地

を通して模様を見ることができる。

④ ③でろ紙の上に置いた寒天培地上の、

ろ紙の模様の線の部分にあたるところに、

粘菌を置き(実際にはオートミール 10 粒に

付着しているものを置いた)、○の部分にあ

たるところに以下の対象物を置いた。

ⅰ 対照実験として何も置かないもの

ⅱ オートミール 5 粒

ⅲ 穴あけパンチで小さい円状にくり抜い

たろ紙に 0.2mol/L のクエン酸をしみ

こませたもの

ⅳ ニンジンの根から作成した小型の薬さ

じ 1 杯分ほどのカルス(図 5) 
上記条件のものを、それぞれ 2 枚ずつ用意

する。

⑤ シャーレを 1 つずつラップで包みテー

プで軽く留め、中のものが動いてしまわな

いように注意しながら、インキュベータ内

で 20℃で培養する。約 48 時間後にインキ

ュベータから取り出しラップを取って観察

し、写真を撮る。

⑥ 写真からそれぞれのシャーレ内の、始

めに粘菌を置いたところと、対象物とを結

ぶ最も太い粘菌の管の長さを定規で測る。

⑦ ⑥で測定した長さを、⑥と同様に写真

から測った最短距離(図 4における矢印の部

分)で割った値を求め、粘菌の対象物に向か

っている最も太い管がとっている経路の、

対象物までの最短経路からのずれの程度を

調べる(この値を以下「最短経路からのずれ」

とする)。最短経路からのずれが 1 に近いほ

ど、最短経路からのずれが小さいことにな

る。

３.４ 実験結果 

３.４.０ 図・表について

粘菌の様子は図 6(培養前)、7(約 48 時間

培養後)のようになった。図 8～15 における

赤い線は、それぞれのシャーレ内の最も太

い管を形成している粘菌を表している。

表 1 には、実験を行った 8 枚のシャーレ



それぞれにおける粘菌が形成した最も太い

管と、最短経路の写真における長さ、最短

経路からのずれと、同じ対象物シャーレの

最短経路からのずれの平均を表記している。 
３.４.１ 対照実験 

結果は図 8、9 のようになった。粘菌は目

的を持たずにシャーレ全体に四方八方に広

がった。エサを探し求めているのではない

かと思われる。最短経路からのずれは 2 枚

のシャーレでそれぞれ 4.05、2.15 となり、

この平均をとると 3.1 となった。 
３.４.２ オートミール 

結果は図 10、11 のようになった。対照実

験と比べオートミールという目的地に向か

って一直線に移動し、それほど四方八方に

広がっていない。多くの粘菌がオートミー

ル上に集まった。最短経路からのずれは 2
枚のシャーレでそれぞれ 1.56、0.93となり、

この平均をとると 1.245 となった。

３.４.３ クエン酸をしみこませたろ紙

結果は図 12、13 のようになった。粘菌が

シャーレ全体に四方八方に広がり、オート

ミールと比較して考えるとクエン酸に近寄

っているとは言い難い。クエン酸において

は、2 枚中 1 枚のシャーレの粘菌では、最

も太い管がクエン酸に向かっていないため、

もう 1 枚のみ最短経路からのずれを計算す

ると 3.5 となった。 
３.４.４ カルス 

結果は図 14、15 のようになった。粘菌は、

オートミールを対象物として置いたときの

ようにカルスに向かっている。また、カル

スに到達した粘菌は、カルス上に留まって

はいなかった。最短経路からのずれは、2
枚のシャーレでそれぞれ 1.31、1 となり、

この平均をとると 1.155 となった。

３.５ 実験考察 

 粘菌の対象物としてカルスを置くと、粘

菌が特に目的を持たず移動する対照実験や、

粘菌が忌避するクエン酸を対象物として置

いたときとは異なり、粘菌が好むオートミ

ールを対象物として置いたときと似た動き

を粘菌が見せた。また最短経路からのずれ

も、オートミールを置いたときと、カルス

を置いたときでは値の平均が近かった。よ

って、粘菌はオートミールと同様にカルス

を認識し、正の走性を示すのではないかと

思われる。

４. 考察

「3.5 実験考察」で述べたように、実験

から、粘菌はカルスを認識し、カルスに対

し正の走性を示していると思われる。走性

には種類があるが、予想として、粘菌は、

カルスに化学走性を示しているのではない

かと考えている。しかし、化学走性とはあ

る特定の物質に対する反応をさすが、粘菌

がカルスのどの成分に反応しているかはわ

からないので、粘菌のカルスに対する反応

が、化学走性であるとは現在のところ判断

できない。

また、実験の正確性について考察すると、

まず、実験では 1 種類の対象物に対して、2
枚のシャーレしか使用できなかった。飼育

していた粘菌の量の関係上あまり多くのシ

ャーレで実験できなかったのが反省点の 1
つである。もっと多くのシャーレを使って

実験し、より多くのデータを集めて考察す

べきだったと考えており、そのためにはま

ず粘菌をもっと多く殖やすことが必要であ

る。

さらに、粘菌が通ったルートの長さを計



測する際に、様々な要因から不正確な計測

を行ってしまっている。そのため、最短経

路からのずれの計算値が不正確になってい

る。今回の実験では、シャーレ内の粘菌が

実際に移動している映像や、連続写真等を

撮ることはできておらず、実際に粘菌がど

のようなルートを通ったのかは不明でる。

実験において計測した長さは、粘菌の管の

長さであり、粘菌が実際に通ったルートの

長さとは異なる可能性が高い。また計測す

る粘菌の管を選ぶ際には、管の太さを、写

真を見て目視のみで判断し、管を 1 本だけ

選び出している。これにより同じような太

さの管があっても、計測には使用しないた

め無視しまっている等の状況が発生する。

さらに選んだ管の長さを測る際には、キル

ビメーター等、曲線の長さを測ることがで

きるものを用意することができず、シャー

レの写真を見て、粘菌の通ったルートを直

線の集合体ととらえて、直定規で粘菌の通

ったルートを、構成する複数の直線の長さ

を測ってそれらを足し合わせた。そのため、

曲線の長さを測る道具を使用するよりも誤

差が生じやすくなっていたと推測できる。

主にこの 3 つのことが原因で、最短経路か

らのずれの値がかなり不正確なものになっ

ているので、これを改善しなくてはならな

い。

５. 今後の課題と展望

５.１ 今後の課題

 実験の正確性を上げて再びデータを集め

るために、再度今回と同様の実験を以下の

改善点を加えて行うことが必要である。

① 粘菌を多く殖やして、より多くのシャ

ーレを使う。

② シャーレに粘菌と対象物を入れた後、

培養する際にビデオカメラを設置するなど

して、動画などで粘菌がどんなルートをと

ったのか後でわかるようにする。

③ 粘菌の最も太い管を選び出す際には、

目視ではなくきちんと管の太さを計測して

選び出す。そして、管の長さはキルビメー

ターなど曲線の長さを計測できるもので測

り、最短経路からのずれを計算する。

④ シャーレ内の粘菌の全ての管において

最短経路からのずれを計算する。

５.２ 今後の展望 

 まず、前述したように今回行った実験に

改善点を加え行いたい。

 また、粘菌がカルスに対して示したのは、

本当に化学走性なのかを調べるために、粘

菌がカルスのどの成分に反応したのか調べ

たい。

さらに、今回用いたのはニンジンの根か

ら作成したカルスだが、他の植物から作成

した未分化細胞や、動物の未分化細胞であ

るヒーラ細胞にも粘菌は正の化学走性を示

すのか確かめたい。
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[1]「粘菌変形体の化学走性を利用した高校
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田瀨奈
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図 1 粘菌の一生 

図 2 イタモジホコリの変形体 

図 4 ろ紙に描いた模様 
(長さ・矢印・吹き出し以外の部分を表記) 

図 5 実験に使用したカルス 

図 6 実験における培養前のシャーレ 

図 3 オートミール 

対象物 

粘菌 



図 7 実験において培養した後のシャーレ 

管の 

長さ 

最短 

経路

ずれ ずれの

平均 

対照① 8.1 2 4.05 3.1 

対照② 4.3 2 2.15 

オ① 2.50 1.6 1.56 1.245 

オ② 1.4 1.5 0.93 

ク① × 2 × 3.5 

ク② 6.30 1.8 3.5 

カ① 2.5 1.9 1.31 1.155 

カ② 2 2 1 

表 1 実験結果(単位：cm) 

図 8 対照実験①

図 9 対照実験② 

図 10 オートミール① 

図 11 オートミール② 



図 12 クエン酸① 

図 13 クエン酸② 

図 14 カルス① 

図 15 カルス② 



ショウジョウバエの交配実験

6 年 A 組 竹中 友理 
指導教諭 櫻井  昭

１．要約 

ショウジョウバエには多数の突然変異体が存在する。その中で黄体色(以降、y と表す)と
白眼(以降、w と表す)を決定する遺伝子が同一染色体上に存在し、この二つの距離は非常に

近いことが判明している。このことを証明する為に、y 遺伝子の発現しているメスのショウ

ジョウバエ(以降、y♀とする)と、w 遺伝子の発現しているオスのショウジョウバエ(以降、

w♂とする)を掛け合わせ、子バエの数とそれぞれの遺伝子型から組換え価を求め、遺伝子

間の距離を算出した。結果、0.1 以下の小さい値が求められ、二つの遺伝子は近い位置にあ

ることが証明された。

キーワード ショウジョウバエ 組換え価

２．研究内容 

2-1 研究仮説

y 遺伝子と w 遺伝子は共に劣性遺伝子で

あり、X 染色体上にのみ存在する。組換え

は遺伝子間の距離が近いほど起きにくくな

る。これを利用して、組換えの起こった数

を全体数で割った値が組換え価である。つ

まり、組換え価が小さいほど、組換えは起

きにくく、遺伝子間の距離は短いというこ

とになる。

2-2 理論

・y♀と w♂を交配させた時、生まれてくる

ハエ(F1)はYWつまり野生型のメス(以降、

+♀と表す)、もしくは y♂の 2 種類であ

る(右図の左中)。
・組換えが起こらなかった時、F1 同士を掛

け合わせて出来たハエ(F2)は、y♀、+♀、

y♂、w♂の 4 種類である(右図の左下)
・F1 において、y 遺伝子と w 遺伝子はとも

に X 染色体上で連鎖している為、組換え

が起こる可能性があるのは+♀の遺伝子

のみである。

・F1 の+♀の染色体が組み替わった場合、

遺伝子は yWYw から ywYW に変わる(右
図の右中)。

・組換えが起こった時、生まれる F2 は、y
♀、+♀、+♂、両方の形質をもつオス(以
降、yw♂と表す)の 4 種類である(右図の

右下)。
・組換え価を算出する時、カウントが必要

なハエは+♂、yw♂の 2 種類である(右図

の赤で示した遺伝子型)。



2-3 実験方法

・以下の作業はカビ等の侵入を防ぐため、

全てクリーンベンチ内で行う。

・牛乳瓶、薬さじ、綿栓はあらかじめ乾熱

滅菌しておく。

・作業中にハエが逃げた場合、エタノール

で湿らせたキッチンペーパーで潰して殺

す。

(1) ハエの培地作り

培地:ポテトベースパウダー、酵母(イース

ト)。
①牛乳瓶に、ポテトベースパウダーを薬さ

じで 1～2cm の高さまで入れる。 
②滅菌水を培地が完全に湿るくらいまで加

える。

③ハエの足場用にろ紙を蛇腹に三度折り、

培地の上に立てる。

④酵母を薬さじの小さじ 2，3 杯入れる。

⑤綿栓で蓋をする。

(2) ハエの植え継ぎ

①ハエの入っている瓶の底を台などの上に

叩きつけ、ハエを瓶の底に落とす。

②ハエが登ってくる前に綿栓を取り、ハエ

を移したい瓶の口を上から合わせる。

③瓶の口がずれないように両手で押さえな

がら、二つの瓶をそのまま引っくり返す。

④瓶を押さえながら台などの上に叩きつけ

て、ハエを移したい瓶の中に落とす。

⑤ハエが逃げる前に素早く両方の瓶に綿栓

をする。

(3) ハエの親出し

①2の方法で、空の瓶に親バエを全て移す。

②親バエの瓶にジエチルエーテルを 2,3 度

噴き込み、ハエを麻酔する。

③全てのハエに麻酔が効いた後、エタノー

ルをかけて殺す。

(4) バージン(交尾前のハエ)取り

あらかじめ 2 の方法で瓶の中のハエを全て

移しておく。ハエのオスが交尾可能となる

のは羽化から 12 時間後であるから、12 時

間内に交尾が行われる前に作業する。

①2 と同様にハエを空の瓶に移す。

②ジエチルエーテルで麻酔をかける。

③麻酔のかかったハエを瓶からシャーレに

移し、顕微鏡もしくは裸眼で雌雄の別や種

類を見る。

④選んだハエを吸虫管で 1 匹ずつ吸い取り、

新しい瓶に移す。

2-4 実験内容

①y と w のハエをそれぞれ別の瓶に植え継

ぎ、新たなハエが羽化してきてからバージ

ン取りを行い y♀と w♂を 5 匹ずつ用意す

る。

②y♀と w♂をそれぞれ 1 匹ずつ、計 5 ペア

を作り、1 ペアずつ 25℃で飼育する。 
③蛹の存在を確認した後、親子での交雑を

避けるため親出しをする。

④生まれてきた F1 からバージンの+♀と y
♂を 5 匹ずつ、計 5 ペアを作り、1 ペアず

つ 25℃で飼育する。

⑤③と同様に蛹を確認後、親出しをする。

⑥生まれてきた F2 全ての、数、雌雄、種類

を毎日記録し、記録したハエは親出しと同

様の方法で除き、記録が被らないようにし

た。



両方の形質を持つオス・yw♂ 
(右写真の右下) 

３．結果 

F2 を記録した結果、yw♂は 24 匹、+♂
は 3 匹であった。F2 全体の数は 1104 匹で

あった為、ここから組換え価を算出すると

(24+3)÷1104＝0.024456…≒0.02 
となり、非常に小さい数となる。

このことから、y 遺伝子と w 遺伝子の距

離は非常に近いものである、ということが

できる。

４．反省・展望 

・今回実験期間が短かったため、一度しか

実験を行うことが出来なかった。また、

限られた時間内で目視でのカウントだっ

た。その為、実験結果や数値、特に+♂の

数の正確さに欠けるといえる。

・比較したのが y 遺伝子と w 遺伝子のみで

ある為、数値は出せたものの、染色体上

での相対的な距離比は分からない。他の

遺伝子と比べてどれほど近いのかを調べ

たい。

・y♀と w♂で実験を行ったが、y♂と w♀

で同様の実験をしても同じ結果が出るの

か調べたい。

５．謝辞 

この実験を行うに当たって、櫻井先生に

多大なご指導、ご支援を賜りました。この

場を借りて、御礼申し上げます。



植物の葉序の規則性

6 年 A 組 山田莉彩 
指導教諭 櫻井  昭

１．要約 

これまで私は植物の形態にみられる数学的な規則性について研究してきた。特に私は植

物の葉序、つまり葉のつき方の規則性について興味を持った。これまでの研究で、植物の

葉序の回転角は黄金角なのではないかと考えたが、前回までの研究で黄金角であると断定

するには至らなかった。そこで本研究では葉の発生の仕組みから葉序がどのようなパター

ンを描くのかを求めるため、植物の葉序の数理モデリングを行った。オーキシンが葉の原

基に与える影響から、原基が等速直線運動および等加速度直線運動で動くモデルをそれぞ

れ考案し、Mathematica というソフトを用いて葉序のパターンを表現し、パラメータを変

化させシミュレーションを行った。結果、パラメータの値によって植物の成長戦略を読み

取ることができるということが示唆された。

キーワード 葉序 茎頂分裂組織 シュート 原基 オーキシン

２．研究の背景と目的 

 植物には美しい幾何学的な形態を持つも

のがある。ヒマワリやアロエ、ロマネスコ

といったものがその代表例である。特に私

は植物の葉序、つまり葉のつき方の規則性

について興味を持った。そこで私は葉序の

規則性はどのようなものに由来するのか、

規則性を持つことで植物に一体どのような

メリットがあるのか、ということについて

調べることにした。

まず私は、黄金角が植物の葉序に関係す

るのではないかと考え、葉と葉の間の角度

を直接測ることで角度の分布を調べたり、

植物の切片から維管束という組織の本数を

数えることによって回転角を算出したりし

た。しかし、どちらのアプローチも失敗に

終わり、黄金角であると断定するには至ら

なかった。

そこで、直接測って回転角を求めるので

はなく、葉の発生の仕方を理論的に説明で

きれば、葉序の規則性が何に由来するのか

が分かるのではないかと考え、植物の葉序

を数学的にモデリングすることにした。

３．研究内容 

3.1 先行研究 

セイタカアワダチソウの葉の回転角が黄

金角に従っていると考えて、標本を採集し

回転角の計測を行ったが、黄金角 137.5°に
近似しているとは断定できなかった。 

Fig.1 葉の回転角の分布 



3.2 葉序モデルの構築 

3.2.1 植物の葉の発生 

数理モデルを考案するにあたって、私は

植物の葉が発生するシステムに着目した。

植物体の先端部分である、シュートと呼ば

れる部分には、茎頂分裂組織という分裂組

織が存在する。茎頂分裂組織では植物の体

細胞が発生しそれが繰り返されることによ

り植物体は成長してゆく。茎頂分裂組織に

は植物体を構成する体細胞だけでなく、成

長して葉となる葉原基とよばれる細胞の塊

も発生する。ここで生み出された原基は、

様々な要因によってその位置が決定され、

一定の間隔で発生する。植物のシュートで

は、特にオーキシンと呼ばれる植物ホルモ

ンが作用すると考えられている。このオー

キシンは原基から放出され、新しい原基の

発生を阻害するという作用を持つ。このた

め、古い原基のまわりに新しい原基が発生

しにくくなる。つまり、オーキシンの濃度

勾配によって新しい原基が発生すると考え

られている。

3.1.2 仮定 

葉の発生をモデル化するため、3.1.1 で示

した葉が発生する仕組みの生物学的知見に

基づき葉の発生する仕組みを単純化した。

その際に以下の 4 つの条件が葉の発生に関

与すると仮定した。

① 葉の原基(葉になる前段階のもの)は、シ

ュートにある茎頂分裂組織の細胞分裂

によって発生する。

② 茎頂分裂組織では、新たな原基が発生

するときにオーキシン(植物ホルモン)
が作用する。

③ オーキシンは新しくできた原基から放

出される。

④ オーキシンには次の原基の形成を阻害

する効果がある。

つまり、オーキシンが次に作られる原基、

即ち次に出る葉の位置を決定していると仮

定して、その仮定をもとに葉序の数理モデ

ルを考案した。

3.1.3 設定 

3.1.2の葉の発生に関する4つの条件から、

葉序の数理モデルを考案する上で 5 つの設

定を設けた。

① シュートを上から見て、極座標平面と

考える。

② 茎頂分裂組織を円、原基を点とみな

し、その円周上の任意の地点から新し

い原基(点)が発生する。

③ 原基はできた地点からその地点の円の

接線と垂直に(法線方向に)円から離れ

ていくように移動する。

④ 既に発生している原基に対して、他の

原基からの影響が最も小さい位置(他
のどの原基からも遠い位置)に新しい

原基は発生する(Fig.2)。他の原基から

の影響が最も小さい位置とは、他のす

べての原基からの距離の逆数の和が最

小になる位置と定義した。

例えば Fig.2 の場合、X3 の位置を決定

するのに各点から引かれた 3 本の直線

のそれぞれの距離の逆数を求め、その

和が最小になるときに X3 の位置が決

定されるとする。

⑤ パラメータを設定する。

以下、この 5 つの設定を満たすように原

基(点)は動き、葉序のパターンを形成すると

考えた(Fig.3)。 



 
この設定を用いて原基の動きを表したも

のが Fig.3 である(等速直線運動の場合)。具
体的に原基がどのように発生し動いていく

のかを、原基が 3 つ発生するまでの動きで

座標を使って説明する。

t=0(初期位置)のとき、原基は座標中の茎

頂分裂組織の円上に 1 つあるとする。原基

は一定の周期で発生するので、t=T で新し

い原基が発生しその間古い原基は円から離

れるように法線方向に移動する。新しい原

基はオーキシンの効果によって既にある原

基から最も遠い位置に発生するため、この

ときはちょうど反対側、つまりπ回転した

位置の円周上に新しい原基は発生する。

t=2T のとき、すでにある 2 つの原基は茎頂

分裂組織から遠ざかる。初めからある原基

は t=T のときに発生した原基よりも茎頂分

裂組織から離れているので、t=2T で発生す

る原基はオーキシンの影響の少ない、つま

りより遠い方である X0 に近づく。このよう

に、新しい原基の位置は既にある 2 つの原

基の位置関係によって決定される。同様に、

t=3Tのときも既に発生している3つの原基

の位置関係によって新しく発生する原基の

位置が決定される。

以後、このような設定で点は動き、葉序の

パターンを形成してゆくと考えた。

Fig.3 原基の動きのモデル化 (t=0 から t=3T まで) Fig.2 他の原基からの影響が小さい位置 



3.3 考案したモデル 

3.2.1 モデル 1: 等速直線運動 

3.1.3 設定③の、原基の移動する運動を等

速直線運動とみなした。これは、等速直線

運動がモデル化の際に最もシンプルな運動

だと考えたためである。

設定⑤のパラメータ設定では

V：原基の移動する速度

T：原基が発生する周期

R：茎頂分裂組織の半径

と設定した。

このモデルでの原基の座標は、時刻 t=nT
で k 番目に発生した原基の座標を極座標平

面で表すと

 
と表される。原基の回転角θn の決定法は

が最小の値をとるときの角θn を求めることによって決定する。 

3.2.2 モデル 2: 等加速度直線運動 

モデル 1 で仮定した「原基が発生し運動

をし始めるとき、初速を持たないものが急

に等速で運動を行う」ということは現実的

に起こりにくい。そこで、3.1.3 設定③の、

原基の移動する運動を等加速度直線運動と

みなし、原基の動きは速度が一定の等速直

線運動ではなく加速度を持った等加速度直

線運動と設定し数理モデル化を行った。

設定⑤のパラメータ設定では

𝑎𝑎：原基の移動する加速度

T：原基が発生する周期  
R：茎頂分裂組織の半径  
と設定した。

このモデルでの原基の座標は、時刻 t=nT
で k 番目に発生した原基の座標を極座標平

面で表すと

となり、

原基の回転角θn の決定法は 

が最小の値をとるときの角θn を求めることによって決定する。 

3.2.3モデル 3: 影響する原基を制限 

モデル 1、2 では新しい原基形成にすべて

の原基が関わると考えてシミュレーション

を行った。一方、オーキシンには下から上

には移動しにくいという極性がある(Fig.4)。 
そのため、ある程度原基が茎頂分裂組織

から下方に遠ざかってしまうと古い原基が

放出するオーキシンは新しい原基に対して

作用せず、新しい原基の形成には影響しな

Xk(R + (n − k)VT, θk)

Xk �R + 1
2
𝑎𝑎{(n − k)T}2, θk�

= �
1
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Fig.4 オーキシンの極性 
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Xk(R + (n − k)VT, θk)

い。言い換えると、鉛直方向の成長速度 Vy
が速いとき、新しい原基の発生に関与する

原基の数は少なくなるということが言える。

そこで新しい原基の発生に関与する原基の

数を制限しモデル化を行った(Fig.5)。 

パラメータ設定ではモデル 1 の等速直線

運動モデルと同様に

V：原基の移動する速度

T：原基が発生する周期

R：茎頂分裂組織の半径

x：原基の発生に関与する原基の数 

と設定した。

このモデルでの原基の座標は、時刻 t=nT
で k 番目に発生した原基の座標を極座標平

面で表すと

と表される。原基の回転角の決定法は

が最小の値をとるときの角θn を求めることによって決定する。 

3.3 平面モデルのシミュレーション 

3.3.1 解析方法

3.1.3 の設定から、原基の運動を仮定し数

式化することで上から見た葉のつき方(葉
序のパターン)と、何のパラメータがパター

ンの形成に依存しているのかを求めた。設

定④で、「最も遠い位置」を「他のすべての

原基からの距離の逆数の和が最小になる位

置」と定義したため、原基(点)の位置を決定

するのに関数が最小値になる角を求める作

業が必要であった。このような関数から最

小値になるときの角度を求める計算は手計

算では困難であり、大変な労力を要するた

め、Mathematica というソフトを用いて実

際に考案したモデルのシミュレーションを

行った。実際には一つ点をプロットしパタ

ーンを得るたびにその状態の関数が最小値

になる角をグラフから求め、極座標平面に

プロットするという操作を行っている

(Fig.6)。 

3.3.2目的と方法 

目的：モデル 1 の葉序のパターンは何に依

存しているのかを調べる。

方法：原基の出現する数(点の数)n を固定し、

パラメータの値をそれぞれ変化させる。

3.3.3モデル 1: 等速直線運動 

仮説： ある時刻 t=nT のときの葉序のパタ

ーンはパラメータ VT/R(1 周期に原基が移

動する距離と茎頂分裂組織の半径の比)に

Fig.6 Mathematica によるシミュレーション 

Fig.5 原基の数の制限 
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依存する。 

方法： 

ⅰ) nとVTを固定しV とTを変化させる。 

ⅱ) n を固定し VT/R の値を変化させる。 
結果：葉序のパターンは VT を固定すると

V や T を変化させても変化しなかったが、

VT/R の値によって変化した。VT/R の値が

小さくなるほど点が円上に近づいて円の周

りを敷き詰めるように並び、大きくなると

一直線上に並んだ。(Fig.7) 
3.3.4モデル 2: 等加速度直線運動 

仮説： ある時刻 t=nT のときの葉序のパタ

ーンはパラメータ 𝑎𝑎T2/2R (1 周期に原基が

移動する距離と茎頂分裂組織の半径の比)
に依存する。 

方法：

ⅰ) n と𝑎𝑎T2/2R を固定し𝑎𝑎と T を変化させ

た。 

ⅱ) n を固定し𝑎𝑎T2/2R の値を変化させた。 
結果：葉序のパターンは𝑎𝑎T2/2R を固定する

と𝑎𝑎や T を変化させても変化しなかったが、

𝑎𝑎T2/2R の値によって変化した。𝑎𝑎T2/2R の

値が小さくなると点が散らばって配置され、

大きくなると一直線上に並んだ。等速直線

運動のモデル 1 の結果と比較する。モデル

1 では、葉序パターンを決定するパラメー

タ VT/R が小さくなったときに点が円の周

りに配置された。しかし、モデル 2 では葉

序パターンを決定するパラメータ𝑎𝑎T2/2R
が小さくなったときに点は円に近付くほど

密集しているが、円から遠ざかってもある

程度重ならない形で配置されていることが

分かった。(Fig.8) 
3.3.5モデル 3: 影響する原基を制限 

仮説： ある時刻 t=nT のときの葉序のパタ

ーンはパラメータ VT/R(1 周期に原基が移

動する距離と茎頂分裂組織の半径の比)を
固定すると、x(原基の発生に関与する原基

の数)に依存する。 
方法：

ⅰ) nとVTを固定しV とTを変化させた。 
ⅱ) n を固定し VT/R の値を変化させた。 
ⅲ) n、VT/R を固定し x を変化させた。 
結果：原基形成に影響する原基を制限する

ことによって螺旋状の線が見える配列が確

認でき、x の値を大きくするほど、つまり

影響を与える原基の数を多くするほど螺旋

の数は増えた。

x の値を小さくするということは新しい

原基を作るのに関与する原基の数が少ない

ということであるから、これは鉛直方向の

成長速度 Vy が速いということと同じであ

るといえる。また、同じ線もしくは螺旋上

にある点は原基が葉になった時に重なりや

すくなってしまうので、螺旋の数が増える

ほど原基は重なりにくくなると考えられる。 
以下に示す図は、[n, V(𝑎𝑎), T]=[200, V(𝑎𝑎), 1]
として各モデルでパラメータの値を変化さ

せたものである(Fig.9)。 

3.4 3Dにおけるシミュレーション 

モデル 1,2,3 とそれらのシミュレーショ

ンを応用し、植物の茎を円柱、原基を球と

見立てて 3 次元的に原基の発生を表現した。

茎頂分裂組織では体細胞分裂が行われ、茎

が伸びる。それに伴い、茎頂分裂組織に注

目すると新しい葉が下へ移動しているよう

に見える。そこで、茎頂分裂組織からある

半径 r までは原基は茎頂分裂組織と同じ平

面を移動し、半径 r を超えると鉛直方向に

移動し下部へ下りていくとした。ここでは

r=2 と固定している。(Fig.10) 



 

 
 

 
パラメータは

V：原基の移動する速度  
T：原基が発生する周期  
R：茎頂分裂組織の半径  
r：原基が xy 平面を移動する限界半径 
x：原基の発生に関与する原基の数 
とした。葉の発生条件はモデル 3 を用いた。

このモデルを用い、3 次元でも原基の配置

は平面とほぼ同様になることを示した。

𝑎𝑎T2/2R = 0.1 𝑎𝑎T2/2R = 10 𝑎𝑎T2/2R = 0.001 

VT/R = 0.001 VT/R = 0.1 VT/R = 10 

Fig.7 モデル 1：等速直線運動 

Fig.8 モデル 2：等加速度直線運動 

Fig.9 モデル 3：影響する原基を制限 

x = 6 x = 3 x = 1 

Fig.10  3D モデルでの原基の移動 



Fig.12  ｘを変化させた場合 

V = 0.01 

V = 0.1 

V = 10 

x=1 x=3 

x=5 

3 次元での原基の位置を直交座標系によっ

て表すと、以下のようになる。

R+(n-k)VT ＜ r のとき 
Xk( {R+(n-k)VT}cosθ, {R+(n-k)VT}sinθ, 0) 
R+(n-k)VT ≧ r のとき 
Xk( r cosθ, r sinθ, -[r-{R+(n-k)VT}] ) 
仮説：3D においても V や x によって葉序

の配列が変化し、平面と同様のパターンが

確認できる。

方法：

ⅰ）VT/R を固定した上で成長速度 V のみ

を変化させた。

ⅱ）VT/R を固定した上で原基の発生に関

与する原基の数 x を変化させた。 
結果：成長速度 V を変化させると、平面モ

デルのモデル 1(等速運動モデル)と同様に、

成長速度が小さいとき点が円上に近づい

て茎頂分裂組織の円の周りを敷き詰める

ように並び、大きいとき一直線上に並ぶと

いう結果が得られた (Fig.11 方法 1 の

[n,V,T,x]=[50 , V , 1 , 50]のときの結果)。 
また、x を変化させても平面モデルのモ

デル 3(影響する原基を制限したモデル)と
同様に螺旋状の線が見える配列が確認で

きた。また、x の値を大きくするほど、螺

旋 の 数 は 増 え た (Fig.12  方 法 2 の

[n,V,T,x]=[50, 0.1 , 1 , x] のときの結果)。 
これらの結果より、同様のパラメータと

設定を用い原基の動きを 3次元的に表して

も平面モデルとほぼ同様の結果が得られ

た。つまり、立体的に茎がつく実際の植物

においても平面モデルで得られたパター

ンとほぼ同様の性質を読み取ることがで

き、従って平面モデルは立体を考える上で

も有効であるということが示唆された。

Fig.11  V を変化させた場合 



４．考察 

モデル 1 とモデル 2 では、葉序の回転角

はそれぞれのモデルで VT/R、𝑎𝑎T2/2R とい

うパラメータによって決定されることが分

かった。これは原基が一周期に進む距離と

茎頂分裂組織の半径の比である。以上から、

私は成長速度の変化によって葉序のパター

ンを表すことができる「オーキシンによる

葉序の数理モデル」という新たなモデルを

考案することができた。

また、モデル 1 ではパラメータの値が小

さくなるほど茎頂分裂組織の近くに密集し

て原基が配置され、茎頂分裂組織は非常に

小さな組織であるためあまり現実的でない

パターンとなってしまったが、モデル 2 で

はパラメータの値が小さくなっても茎頂分

裂組織の周りに原基が密集して配置される

ものの茎頂分裂組織から遠い位置にある原

基はある程度散らばって原基が配置された

ため、モデル 2 の加速度モデルの方が実際

の原基の動きにより近く、適したモデルで

あると考察された。

また私は、シミュレーションを通して 1
つ推論を得ることができた。それは、一周

期に進む距離の違いによって植物の成長戦

略が読み取れるというものである。

一周期に進む距離が比較的長いとき、植

物の葉はほぼ一直線上に配列したため、そ

の植物は葉の配列よりも成長を優先させて

いるということができる。その主な代表例

として挙げられるのがイネである。イネは

一般的に田植え後から収穫までの夏の短期

間の間に上に(鉛直方向に)高く急激に伸び

ることが知られている。このような植物は

早く、高く成長することによって葉は重な

りやすいものの高さによって日光を得てい

るのではないかと考えられる(Fig.13)。 

 
対照的に、一周期に進む距離が比較的短

いとき、植物の葉は同一直線状にある程度

重なりにくい配置となったため、その植物

は成長よりも葉の配列を優先させていると

いえる。その主な代表例として挙げられる

のがアロエである。アロエは葉肉植物の一

種であり植物体の維持に水をあまり必要と

しない。そのため背丈は低く、ゆっくりと

しか成長しない。このような植物は、成長

速度は遅く背は低いものの、葉を無駄なく

敷き詰めることによって効率よく日光を得

ているのではないかと考えられる(Fig.14)。 

Fig.13 イネと成長速度が速い葉序パターン 



つまり、植物は茎頂分裂組織の半径と比べ

た原基が一周期に進む距離(葉序のパター

ンを変化させたパラメータVT/Rや𝑎𝑎T2/2R)、
つまり成長速度によって日光を効率よく受

け取るための方法を変えていると考えられ

た。

５．今後の展望 

今回の研究では、平面・立体のモデルを

考案することで、より生物学的根拠に基づ

いた条件で疑似的に葉の原基の発生を表現

した。しかし、葉の位置を決定しているの

はオーキシンの作用のみによるものではな

くほかにも様々な要因がより複雑に関係し

ている。ゆえに、どのようなモデルがより

植物の葉が発生する条件に近いのか吟味し

その条件に近づくようにさらにモデルの改

良を重ねていきたい。また、植物は何によ

って V(速度)や𝑎𝑎(加速度)といったパラメー

タを変化させ、成長戦略を変えているのか

分析していきたい。

今回制作した 3D モデルでは、ある範囲

を境に z 軸下向き方向に原基が移動すると

した。このように平面となる範囲を設定し

たのは、オーキシンが下から上へと作用し

ない性質を考慮し、影響する原基の数 x を

用いずに鉛直方向の速度 Vy を表すためで

あった。しかし、r という半径で範囲を設定

し 3 次元のモデルを構築することには成功

したものの、今回の研究では平面上の原基

だけが新しい原基の発生に関与するという

プログラムを作成することはできなかった。

今後はこのモデルをさらに改良し、あらゆ

る葉序を統合的に表現できるモデルを構築

したいと考えている。

まとめると、

 モデルの妥当性の吟味・改良

 パラメータを変える要因の分析

 3D モデルの改良

以上 3 つが今後の主な課題である。
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マツタケの人工培養を目指して

6 年 A 組  結崎 祈

指導教員  櫻井 昭 

１．要約 

 私は未だ安定した手法が確立されていないマツタケの人工培養法について研究している。

昨年度に引き続きマツタケ菌糸の成長速度を向上させる研究を行い、今年度は培地の組成

を変更する実験を行った。その結果、培地の組成を変更するとマツタケ菌糸の成長速度に

変化がおきた。 

キーワード マツタケ 糖 アセチル coA ピルビン酸 デンプン 成長速度

２．研究の背景と目的 

安定したマツタケの人工培養の成功例は

未だ報告されていない。私は、なぜマツタ

ケの人工培養は困難であるのかに興味をも

ち、マツタケの人工培養を目指して研究を

始めた。 

マツタケの人工培養が困難である理由の一

つに、菌糸の成長速度の遅さがある。私は

それを解決するために、培地の組成のうち、

グルコースを変更し、一連の実験を行った。 

３．実験内容 

3.0 事前準備 

実験を行う場をビニールカーテンで区切

り、その中でプラズマクラスターを約 24時

間つけ放しにすることで、できるだけ菌の

少ない状態を作る。また、マツタケ菌を扱

うときは、クリーンベンチ内で行う。以下

の全ての実験において、この無菌操作は共

通で行う。 

・マツタケ培地

IFO-7 培地を採用している(2014，結崎

祈)。 

3.1 ピルビン酸培地 アセチル coA培地 

3.1.1 実験目的 

寒天培地に植え継がれたマツタケ菌糸は

培地内のグルコースを養分として吸収し、

分解することでエネルギーを得ている。菌

糸の成長速度が遅いのは、このグルコース

の分解が遅いからではないかと考え、｢グル

コースの分解過程にある物質を培地にグル

コースの代わりに入れれば、分解回路が短

縮される｣という仮説を立てて一連の実験

を行った。 

3.1.2 実験仮説 

培地に含まれるグルコースをグルコース

の分解過程の物質に変更すれば、分解回路

が短縮されて菌糸の成長速度が向上する。 

3.1.3 実験方法 

IFO-7 培地の組成のうち、グルコースを

ピルビン酸及びアセチル coA に置き換えて

培地を作成する。成長速度を比較する基準

として、グルコース量をアセチル coA と同

じモル数にした培地も作成する。アセチル

coA は 1g しかないため、ピルビン酸とグル

コースのモル数はアセチル coA にあわせる。

また、ポジティブコントロールとして通常

の IFO-7 培地、ネガティブコントロールと



して通常の IFO-7 培地の組成からグルコー

スを除いた培地を作成する。作成した各培

地にマツタケ菌を植え継ぎ、28℃のインキ

ュベーター内で 78 日間培養した。各培地の

組成は以下に示す通りである。

＜ピルビン酸培地＞

エビオス 0.75g 
ピルビン酸 0.12g 
寒天 2.70g 
蒸留水 Σ150ml 

＜アセチル coA 培地＞ 
エビオス 0.75g 
アセチル coA 0.10g 
寒天 2.70g 
蒸留水 Σ150ml 

＜基準培地＞

エビオス 0.75g 
グルコース 0.12g 
寒天 2.70g 
蒸留水 Σ150ml 

<IFO-7 培地(ポジティブコントロール)> 
エビオス        0.75g 
グルコース 3.00g 
寒天 2.70g 
蒸留水 Σ150ml 

＜ネガティブコントロール＞

エビオス 0.75g 
寒天 2.70g 
蒸留水 Σ150ml 
3.1.4実験結果 

全種の培地において菌糸の成長が見られ

た。成長の度合いはポジティブコントロー

ルの IFO-7 培地が最も高くなっており、ピ

ルビン酸培地、アセチル coA 培地、ネガテ

ィブコントロールでは菌糸の成長の度合い

に差はほぼ見られなかった。基準培地では

菌糸の成長が見られなかった。

↑ポジティブコントロール

↑ピルビン酸培地



↑アセチル coA 培地 

↑ネガティブコントロール

3.1.5考察 

ピルビン酸培地、アセチル coA 培地の両

方で成長量は向上しなかったため、仮説は

否定される。基準培地は一度培地の作成に

失敗し、作り直したため、植え継ぎの日が

異なっている。基準培地に植え継いだ菌糸

が枯れていたため、これのみ成長が見られ

なかったと考えられる。グルコースを含ま

ないネガティブコントロールの培地で菌糸

の成長が見られたことについて、培地の組

成にあるエビオスに少量添加されている乳

糖が炭素源になり、成長したのではないか

と考えている。

3.2 デンプン培地 

3.2.1実験目的 

実験 3.1 でグルコースの分解回路を短縮

することで成長速度の向上を試みたが、成

長速度は逆に低下した。では逆にグルコー

スを分解前の物質に置き換えたらどうなる

か。マツタケの人工培養法について調べる

中で、いくつかの論文にデンプン培地での

培養が可能であることが記されていた。

3.2.2実験仮説 

グルコースをデンプンに置き換えた培地

を使用すると、菌糸が成長する。

3.2.3実験方法 

IFO-7 培地の組成のうち、グルコースの

みをデンプンに置き換えて培地を作成した。

デンプンには決まった化学式が無いため、

とりあえずグルコースと同量に設定した。

また、成長量の比較対象として通常の培地

も用意し、デンプン培地と同様に植え継ぎ

を行ない、28℃のインキュベーター内で

195 日間培養した。培地の組成は以下に示

す通りである。

<IFO-7 培地(通常培地)> 
エビオス 0.75g 
グルコース 3.00g 
寒天 2.70g 
蒸留水 Σ150ml 
<デンプン培地 > 
エビオス 0.75g 
水溶性デンプン 3.00g 
寒天 2.70g 



蒸留水 Σ150ml 
3.2.3 実験結果 

デンプン培地でも菌糸の成長が観察され

た。菌糸の成長量に、通常培地との差は見

られなかった。

↑通常培地

デンプン培地

3.2.4 実験考察 

 培地の糖を分解前のデンプンに変更して

も成長速度の変化が見られなかったことか

ら、マツタケ菌糸の成長速度が遅いことに、

糖の分解過程は関係しない可能性が考えら

れる。

４．考察 

実験 1 の仮説は、培地のグルコースを分

解過程の物質に変更すると成長速度が向上

するというものであった。これと同様の仮

説を実験 2 に適用した場合、「培地のグル

コース分解前の物質に変更したら成長速度

が低下する」となる。しかし実験 2 の結果

から、この仮説は否定される。実際はグル

コースを分解後の物質に変更すると成長速

度が低下し、分解前の物質に変更すると、

成長速度に差が生まれなかった。このこと

から、マツタケ菌における炭素源の分解速

度は分解経路の長さと関係しないと考えら

れる。

５．今後の課題 

実験 3.1 において、ピルビン酸培地の作

成に失敗し、作り直しを行ったため、植え

継ぎの時期がピルビン酸培地とそれ以外の

培地で違ってしまっている。植え継ぐ菌糸

と観察日数は同じであるが、時期が異なっ

ていることにより、実験が正確性を欠いて

しまっている。今後はより精密に実験を進

める必要がある。

６．謝辞 

本研究活動において、六年間にわたり、

顧問の櫻井先生に、多大なご指導を受け賜

わりました。この場をかりて、深く感謝申

し上げます。 



アルツハイマー病と Scara1

6 年 C 組 熊懐紗英 
指導教諭 櫻井 昭

１．要約 

アルツハイマー病と Scara1 に関する２つの相反する論文が発表されている。１つは

Scara1 の欠損はミクログリアのアミロイド β(Ａβ)のクリアランスを阻害し、アルツハ

イマー病の発症を加速させるというもの。もう１つは Scara1 はＡβ のクリアランスに関

与しているわけでもなく、アルツハイマー病の発症にも関与しないという論文である。私

はこの結果の違いにはアルツハイマー病にはＡβ のオリゴマーが関与し、Scara1 はミク

ログリアのオリゴマーに関する活性に変化をもたらすと考え、それを証明する追加実験を

考えた。

キーワード Scara1 アミロイド β Ａβ オリゴマー

２．研究の背景と目的 

2.1 研究動機 

 私の祖母がアルツハイマー病を患ってい

たこともあり、アルツハイマー病には非常

に関心が高かった。また、以前外部での講

義を聞かせていただいたときに、オリゴマ

ー仮説(2.2.2 参照)の話を聞き、興味をも

ち、研究の題材にしたいと考えた。 

 ただ今回扱うテーマを半年という限られ

た期間のなかで高校生が実験で検証し考察

するのは厳しいと考えたので、今すでに発

表されている論文を考察し、浮かんだ疑問

の検証方法について考えた。 

2.2 アルツハイマー病について 

2.1.1 アルツハイマー病とは 

アルツハイマー病は、主にＡβ やタウ

タンパク質が凝集し、その凝集したものに

よって、ニューロン(神経細胞)が死に至る

ことにより、記憶障害や思考能力の低下な

どの症状が出てしまう病気である。まだ有

効な治療薬は実用化されておらず、注目さ

れている研究のひとつである。 

 Ａβ はニューロンの細胞膜にあるＡβ

前駆体タンパク質(ＡＰＰ)というタンパク

質がはたらきを終えると、β セクレター

ゼと γ セクレターゼという酵素によって

切り離され、脳内に放たれる。すると、Ａ

β 同士が次々と凝集していく。(この凝集

し、巨大なかたまりとなったものをアミロ

イド斑、もしくは老人斑と呼ぶ。)Ａβ が

ニューロンにダメージを与えて細胞死を引

き起こしたり、シナプス間隙に入り込むこ

とにより、情報伝達の阻害をすると考えら

れている。 

Ａβ が蓄積されることにより、ニュー

ロンの中にある微小管を構成するタンパク

質チューブリンをがバラバラにならないよ

うにするはたらきのあるタウタンパク質が、



微小管からはなれ、凝集してしまう。微小

管がなくなってしまうことにより、ニュー

ロンは隅々まで栄養が運べなくなることで、

ニューロンの死につながり、またタウの凝

集はニューロンから吐き出され、健康なニ

ューロンにも被害を及ぼしてしまう。 

 脳内にはグリア細胞というニューロンに

栄養を渡したり、病変を修復したりする細

胞がおり、そのひとつにミクログリアと呼

ばれるものがいる。ミクログリアは普段

Aβ の除去する作用があります。 

2.1.2 オリゴマー仮説 

今まではアミロイド斑が脳内のニューロ

ンに有害で、アルツハイマー病の原因と考

えられてきた。しかし認知機能の低下とア

ミロイド斑の数が一致しないという事例も

あり、近年Ａβ が数個～数十個の分子が

会合した小さな集合体をＡβ オリゴマー

といい、これが非常に毒性が強く、ニュー

ロンに害を与え、その機能を邪魔すること

で認知機能の低下が起こるという仮説が有

力視される考え方が出てきた。

３．論文内容 

3.1 論文Ａ 

3.1.1 題名 

 Scara1 deficiency impairs clearance of 

soluble Amyloid-β by mononuclear 

phagocytes and accelerates Alzheimer’s-

like disease progression 

Dan Frenkel 他

3.1.2 内容(一部抜粋) 

 shRNA スクリーニングにより、 Scara1 は

Aβ の受容体であると同定された 

ミクログリアによる sAβ の取り込みが実際

に受容体介在の事象であることを確認するた

めに、増加する濃度の sAβ およびフローサ

イトメトリーによる定量された取り込みを有

する N9 ミクログリアをインキュベートした。

図 2a に見られるように、ミクログリアによ

る sAβ の取り込みは〜2μM で飽和に達し始

めた。 さらに、N9 ミクログリアによる sAβ

の取り込みは時間依存性であり、約 4 時間で

飽和に達した（ 図 2b ）。 これらのデータ

は、ミクログリアによる sAβ の取り込みが

受容体媒介性であり、用量および時間依存的

に飽和性であることを示している。 ミクロ

グリアによる sAβ の取り込みがスカベンジ

ャーレセプターによって媒介されることをさ

らに確認するために、N9 細胞を 1μM の

sAβ1-42-HilyteFluor488±200μM フコイダ

ン（スカベンジャーレセプターの広範な阻害

剤）で 2 時間インキュベートし、フローサイ

トメトリーによる取り込みを測定した。 フ

コイダンは、N9 ミクログリア（ 図 2c ）に

よって採取された sAβ の量および sAβ を取

った細胞の数を有意に阻害した（ 図 2d ）。 

  図 2 Ｎ９ミクログリアによる aAβ 取り込

み 



Scara1 欠損は、sAβ 取り込みの減少と関

連している 

Scara1 の標的化された欠失のみが、新鮮な

単球（ 図 3a ）およびミクログリア（ 図

3b ）による sAβ の取込みのそれぞれ 65％

および 50％の有意な減少をもたらした。 こ

のデータは、 Scara1 が単球およびミクログ

リアによる sAβ の取り込みに対する主要受

容体であり、 Scara1 媒介性取り込みが重複

していないことを示している。 

図 3 Scara1 は sAβ の主要な単球およびミクロ

グリア受容体である 

PS1-APP-Scara1 - / -マウスにおける死亡

率の増加 

Scara1 が in vivo で sAβ のクリアランスを

媒介するかどうか、および Aβ の蓄積に対す

るこのようなクリアランスの効果を判定する

ために、我々は PS1-APP- Scara1 - / -マウ

スを作製し、これらのマウスを Aβ レベルお

よび AD(アルツハイマー)様病状について分

析した。 これを達成するために、ケモカイ

ン受容体 Ccr21 を欠損したトランスジェニッ

ク APP マウスを作製するために過去に成功し

た戦略を利用した。 簡潔には、C57BL6 バッ

クグラウンド上の PS1-APP マウスを Scara1

- / -マウス（C57BL6 バックグラウンド上で

も）と交配させて 、PS1-APP- Scara1 +/-マ

ウスを作製した。 次いで、これらのマウス

を Scara1 - / -マウスに渡して、 PS1-APP- 

Scara1 - / -マウスを作製した。 Scara1 

+/-および PS1- APP- Scara1 - /-マウスは、

当初、明らかな行動異常なく健康的に見られ

た。 しかし、7 週齢に達した後、対照 PS1-

APP マウスと比較して、 PS1-APP- Scara1 

+/-および PS1-APP- Scara1 - / -マウスの

両方の死亡率の顕著な増加があった（ 図

4a）。 160 日齢までに、PS1-APP- Scara1 - 

/ +の 39％および PS1-APP- Scara1 - / -マ

ウスの 53％が死亡したが、PS1-APP マウスの

16％と比較して死亡した。 対照的に、PS1-

APP- Scara1 - / -マウスは、我々のデータ

収集が 160 日までに停止するまで、死亡し続

けたのに対して、死亡 PS1-APP- Scara1 +/-

マウスの数は 108 日でプラトーに達した。

PS1-APP- Scara1 - /-マウスは PS1-APP- 

Scara1 +/-マウスよりも 160 日で死亡率が高

かったが、これらの 2 つの遺伝子型の全体的

な差異は統計的有意性に達しなかった（ 図

4a ）。 これらのデータは、 Scara1 欠損が、

PS1-APP トランスジーンを発現するマウスに

おける死亡率の増加をもたらすことを示す。

また Ccr2 欠損（単核食細胞漸増を減少させ

るが、その機能に影響を与えない欠損）で見

いだされたものと同様である。そして単核細

胞食細胞数または機能の遮断が AD マウスモ

デルにおいて有害な効果を有することを示す。 



図 4

3.2 論文Ｂ 

3.2.1  

 Elimination of the Class A scavenger 

recepter does not affect amyloid plaque 

formation or neurodegeneration in 

transgenic mice expressing human amyloid 

protein  

 Frederick Huang 他

3.2.2 内容(一部抜粋) 

hAPP トランスジェニックマウス(h はヒ

トを表す)における SR(Scara1)の排除

生体内で SR がアミロイド斑の形成および

神経変性に決定的に重要であるかどうかを

調べるために、ヒト Aβ 発現を高レベルで

示す FAD 突然変異体 hAPP マウスを SR - / 

-マウスと交配した。病理組織学的分析の

ために、 hAPP +/- SR + / + 、hAPP + / 

-SR - / - 、hAPP - / - SR + / + 、およ

び hAPP - / - SR - / - の遺伝子型を選

択した(図 1)。 

図 1

SR の欠如は、hAPP マウスにおけるアミ

ロイドプラーク沈着に影響しない

hAPP +/- SR + / +マウスにおけるアミロ

イド沈着は、6〜8 ヶ月齢前後で始まる。

SR 欠損が Aβ クリアランスを損ない、そ

れによってアミロイド沈着を促進するかど

うかを評価するために、野生型またはノッ

クアウトマウスである 6 および 12 カ月齢

の hAPP+/-マウスにおけるアミロイド沈着

を比較した。 チオフラビン S 染色は、

hAPP - / -マウスにおいてプラークを同定

せず、hAPP + / - SR + / +マウスおよび

hAPP + / - SR - / -マウスにおいて同様

の数および分布のアミロイド斑を示した。

（図 2,3a、3b および 4 ）これは、SR の不

在が hAPP +/-マウスにおけるアミロイド

沈着を加速させないか、またはそうでなけ

れば増強しなかったことを示す。 



図 2 

SR に対する野生型またはノックアウト

である hAPP マウスにおけるアミロイド斑

の類似性。 12 ヶ月齢のマウスの矢状海馬

切片を、チオフラビン S（ a 、 c 、 e お

よび g ）または抗 Aβ 抗体（3D6）（ b 、 

d 、 f および h）で染色し、hAPP - / -マ

ウス（ a~d ）はアミロイド斑を有してい

なかった。 d の左下部の明るい信号は、

染色アーチファクトを表す。 hAPP /Aβ

（ e-h ）を発現する SR + / +および SR - 

/ -マウスにおいて、同等のプラーク沈着

が見出された。チオフラビン S は、より成

熟したアミロイド沈着物の特徴である β-

プリーツシートを主に染色するが、3D6 は

また、これらの 2 つのマーカーで得られる

染色パターンの相違を説明するより拡散性

の Aβ 沈着物を標識する。 スケールバー、

180μm。 

図 3 

SR に対する野生型またはノックアウト

である hAPP マウスにおける同等の年齢依

存性アミロイド斑の蓄積。チオフラビン S

陽性のプラークを蛍光顕微鏡で視覚化し、

材料（材料）に記載されているように、6

ヶ月齢および 12（ b ）ヶ月齢でカウント

した 。 

図 4 

hAPP マウスにおけるアミロイド斑の局

所分布は、SR によって影響を受けない。

12 ヶ月齢のマウスの異なる脳領域（遺伝

子型あたり n = 8）でチオフラビン S 陽性

プラークを計数した。 データは、セクシ



ョンあたりの平均プラーク数を表す。 プ

ラークの大部分は海馬で見られ、hAPP +/-

SR + / +マウスと hAPP + / - SR - / -マ

ウスのプラーク数には分析された脳領域の

いずれにおいても統計的に有意な差はなか

った。 

脳切片を抗 Aβ 抗体 3D6 で標識し、Aβ 免

疫反応性沈着物が占める海馬面積を測定す

ると、チオフラビン-S 染色の結果が確認

された(SR 発現の有無にかかわらず、hAPP 

+/-マウス間に有意差は検出されなかった

3c)。 hAPP +/- SR + / +マウスの他の系

統におけるプラーク形成の初期段階での観

察と一致して、プラーク負荷における実質

的ではあるが同等の変動性がマウスの 2 つ

の群（図 3）内で見られた。 

チオフラビン S 染色したプラークの領域分

布およびサイズも、SR 発現の有無にかか

わらず、hAPP +/-マウスにおいて非常に類

似していた（図 2 および 4）。プラークの

負荷は海馬で最大であり、海綿のすぐ上に

大部分の吻状および新皮質のプラークが見

出された。 視床、小脳、または脳幹にお

いてプラークは観察されなかった（データ

なし）。 

SR の欠乏は、hAPP マウスにおける神経

変性の程度に影響しない 

AD における認知障害の最良の神経病理学

的相関の 1 つは、特定の脳領域におけるシ

ナプトフィジン免疫反応性シナプス前末端

の喪失である。PDGF-hAPP マウスにおける

Aβ 発現の増加は、海馬の外側分子層にお

けるシナプトフィジン免疫反応性シナプス

前末端の著しい減少および MAP-2 免疫反応

性ニューロン樹状突起のより僅かな減少と

関連する。 したがって、研究者らは免疫

標識された脳切片およびコンピュータ支援

画像分析の共焦点顕微鏡法を用いて、異な

るマウス群におけるシナプス前末端および

ニューロン樹状突起の完全性を評価した。

神経変性変化のこの半定量的評価は、多様

な実験モデルおよび罹患したヒトの脳にお

いてよく使用されている。これは、定量的

イムノブロットとの比較、酵素結合免疫吸

着アッセイによるシナプスタンパク質の定

量、および立体的「ディセクター 」アプ

ローチの改変によって以前にも検証されて

いる。 

hAPP - / - SR + / +コントロールと比較

して、hAPP - / - SR - / -マウスは正常

レベルのシナプトフィジン免疫反応性シナ

プス前末端を有していた（図 5）。神経系

（CNS）の発達または神経変性の変化が含

まれる。 

図 5 



ｂSR 発現の欠如は、12 ヶ月齢の hAPP マ

ウスの海馬におけるシナプトフィジン免疫

反応性シナプス前末端の減少を妨げない。 

a：コンピュータ支援画像解析を用いてシ

ナプトフィジン免疫反応性（SYN-IR）の密

度を決定した 。 

対照的に、SR 発現を伴うかまたは伴わな

い hAPP +/-マウスは、海馬の外側分子層

におけるシナプトフィジン免疫反応性シナ

プス前末端の有意な損失を有したが、これ

らのマウスにおける SR の存在または非存

在は、神経変性の程度に有意に影響しなか

った(図 5)。 海馬の外側分子層における

MAP-2 免疫反応性ニューロン樹状突起の密

度も、hAPP + / -マウスと比較して、hAPP 

- / -対照（Tukey-Kramer post-hoc 試験

による P <0.05）と同様のレベル（hAPP - 

/ -SR + / + 37.5±1.3、hAPP - / - SR - 

/ -37.1±1.3 、 hAPP + / - SR + / + 

31.8±1.9 、 hAPP +/- SR - / - 

32.3±1.6;値は占有される画像面積のパー

セントを表す）。

４．考察 

4.1 論文考察 

論文 A ではマウスから単離したミクログリ

アでの取り込みなども確認した上で、Scara1

ノックアウトマウスにおいて脳から抽出した

Aβ の量そのものが増えていたことから、

Scara1 によって生体内でも sAβ が減り、そ

こからできるアミロイド斑も減るということ

を示唆している。対して論文 B ではモデルマ

ウスにおいて Scara1 のノックアウトによる

アミロイド斑の数などの影響をみている。

これらの論文での相違点として主に以下の

2点が考えられる。 

a.Aβ オリゴマーかアミロイド斑か

b.使っているマウスの種類

a に関してはミクログリアは Scara1 によっ

てｓAβ の取り込みを促進されたと考えるこ

とができる。ｂに関しては論文 A では PS1-

APP というアミロイド斑の凝集が速めのマウ

スだが、論文 B では J9 という蓄積が穏やか

なマウスを使用している。したがって、実験

期間に差があることになっている。また、こ

こでミクログリアの機能を考える。ミクログ

リアは Aβ の除去に寄与する作用がある一方

で、Aβ の濃度が高まり、タウ凝集によって

多数のニューロンが損害を受けたことを感知

すると、脳がバクテリアやウイルスといった

病原体から攻撃を受けているとみなし、貪食

作用から攻撃モードに変容する。こうなると

周辺の細胞を破壊したりしてしまうのだ。 

なぜ矛盾した結果が出てしまうのか、どこが

矛盾しているポイントなのかを検証するため

に複数の結果を想定した追加実験を行う必要

があると思われる。 

4.2 追加実験 

ここでは今現在の技術で実現し得るかは考慮

しないものとする。将来的に実現が可能とな

ればこの矛盾は解決される意味でこの追加実

験を考えたい。 

①マウスの種類をそろえる。今回は PS1-APP

マウスを使用するとする。

② PS1-APP-Scara1+/+(a)、PS1-APP-

Scara1-/-(b)、ミクログリア欠損の PS1-

APP-Scara1+/+(c) 、PS1-APP-Scara1-/-

(d) マウスを作成する



③Aβ オリゴマーだけを染色するもの、アミ

ロイド斑だけを染色するもの 2つをマウスに

投与 

する。(後者は可能だが、前者が今現在可能

かどうかは不明瞭だ。) 

④１ヶ月ごとに神経変性、ｓAβ とアミロイ

ド斑の沈着状況を記録する。 

⑤これを 6ヶ月観察する。

4.3 追加実験の結果予想とそれに基づく仮

説 

(1)a、b、c、d全て同じ結果になる

→ミクログリアは神経変性に全く関与しな

い。 

(2)a と cだけ Aβ の量が減少した。

→ミクログリアではなく Scara1だけが

Aβ のクリアランスに関係している。 

ここからは a、b、dだけで考察していく。 

(3)Aβ の沈着において、dは一次関数や二次

関数などの数学的に何らかの規則にそって増

えていくと考えられることを前提として、a

と bの結果が等しく、関数の傾きが dと異な

る。 

→ミクログリアは 6ヶ月の間は清掃モード

として常に働いている。攻撃モードには 12

ヶ月程度の沈着ではならず、Scara1は Aβ

のクリアランスに全く寄与していない。 

(4)途中までは a、b、dの関数は等しい(d と

a、bには傾きに差があるとしても、関数の

種類は等しい)が、ある時を境にして a、bの

関数は崩れ、神経変性の進行が加速する。 

→ミクログリアは 12 ヶ月で清掃モードお

よび攻撃モードどちらも発動する。このとき

も Scara1 は Aβ クリアランスに関与しない。 

(5)sAβ とアミロイド斑の数が d、b、aの順

に多く、神経変性の進行度合いも d、b、aの

順に多い。 

→Scara1 は Aβ のクリアランスに有効的

に寄与している。 

(6)アミロイド斑の数には aと bの間で顕著

な差はないが、sAβ の数は d、b、aの順に

多くなっており、神経変性も d、b、aの順に

進行している。 

→Scara1 は sAβ の受容体として選択的に

取り込みを促す。神経変性の度合いを記録す

るこ  とで、Aβ オリゴマーの毒性もはか

ることができる。 

(7)(4)のような傾向が見られたが、ある時点

を機にミクログリアが攻撃モードに入ってし

まい、それにより神経変性の度合いは 12 ヵ

月後 a、bが等しくなる。 

→攻撃モードは Scara1の受容体しての効

果を打ち消す勢いで、神経を変性させてい

る。Scara1は Aβ クリアランスに寄与しな

い。 

(8)sAβ の数は aが一番少ないが、逆にアミ

ロイド斑は bが一番少なくなっている。神経

変性は aが最初の 6ヶ月くらいまでは aが一

番進行していなかったが、ある時点でミクロ

グリアが攻撃モードを発動し、12 ヵ月後の

神経変性の度合いは aと bは等しくなる。 

→Scara1 は sAβ に選択的に受容体なり、

ミクログリアの取り込みを sAβ の数を増や

す代わりにアミロイド斑の取り込みが減少し

ている。ただアミロイド斑にもある程度の毒

性があり、ある時点を機にミクログリアが攻

撃モードになってしまう、それにより 12 ヶ

月後には神経変性の進行度合いは等しくなっ

てしまう。 



５．今後の展望 

今回は時間の都合上、論文考察は 2 つの論

文しか用いていなかったので、考察の信憑性

が確かとは言いがたい。これからはより多く

の文献を用いて考察し、自分でも実験を行う

ことで Scara1 のはたらきを考察する必要が

ある。 

ミクログリアおよび Scara1 のはたらきを

解明することで、これからのアルツハイマー

病治療にも何か役に立つ可能性を秘めいてい

るのは事実だ。これらのはたらきに注目しつ

つ違う面からも考察を行うこと大切だと考え

る。 
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Newtonニュートン(2017 年 3月号)
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った渡辺校長、そして私を指導してくださ

った櫻井先生、私の研究に協力してくださ

った皆様に深く感謝の意を表します。



原生生物の蛍光分光光度計による細胞数の計測 

6 年 C 組 西村 咲野 
指導教諭 櫻井  昭

１．要約 

ミドリゾウリムシとブレファリズマの「ある特定の蛍光色素を反射すること」を利用し

て、蛍光分光光度計を用いて、培養液中の生きた微生物の個数を計測することを試みた。

ミドリゾウリムシは、培養が不安定であり、細胞数の計測まで至らなかった。ブレファリ

ズマは、培養が安定的に進み、細胞数の計測を行うことができた。その結果、実際に細胞

数を希釈法でカウントした時と、蛍光分光光度計で計測した波長の変化には、ある一定の

相関関係を見出すことができた。 

キーワード 蛍光分光光度計(以下 Qubit)  Paramecium bursaria(ミドリゾウリムシ)、
 Blepharisma(ブレファリズマ)

２．研究の背景と目的 

4 年生から培養していたミドリゾウリム

シの細胞数のカウントは毎日大変だった。

不在時には友達にカウントをお願いしたこ

ともあったが、上手く培養できたときは特

に大変で、10μL の小さな水滴の中を泳ぐ

10cells 以上ものミドリゾウリムシを目で

追うのは至難の技だった。そこで、今年、

ミドリゾウリムシを新たに培養し始めるに

あって、カウントをより簡単するために

Qubit(蛍光分校高度計)を用いたカウント

の可能性を探ることにした。

３．研究内容 

3-1 実験仮説

ミドリゾウリムシ及びブレファリズマの

色素は、光を吸収するとある特定の蛍光を

発することで知られている。よってミドリ

ゾウリムシ及びブレファリズマにある特定

の波長を照射すると、照射した光とは異な

る波長の光が発せられると考えた。また、

これらの繊毛虫の色素は蛍光色素であり、

発せられる光は蛍光のためその波長は

Qubit により検出測定される。細胞数が多

くなるにつれて単位体積あたりの蛍光色素

の数が多くなるため、同じ波長の光を照射

した時、細胞数が多いほど発せられる蛍光

の波長は大きいと考えられる。よって、測

定された波長とセル数の間に何らかの式を

立てることができる。 

3-2 実験 1

3-2-1 目的

ミドリゾウリムシ(5 月、6 月)とブレファ

リズマ(7 月以降)を材料に、個体数のカウン

トと、Qubi による計測を並行して行い、相

関関係を調べる。

3-2-2 実験方法

ミドリゾウリムシとブレファリズマの個体

数カウントの方法は材料によらず同じであ

る。 

準備 1：培養液のみをチューブに入れ Qubit
の fluorometer モードで赤色光(635nm)と、



青色光(470nm)の照射をそれぞれ行い、コ

ントロールデータを測定しておく。

(比較参考データ) 

準備 2：ミドリゾウリムシまたは、ブレフ

ァリズマを新しい培養液に移す。

カウント方法：

① クリーンベンチ内で培養液を、ディプレ

ッションスライドガラスへ１mL 取り出す

(滅菌済みピペットを使用)。
②取り出した培養液からマイクロピペット

を用いて、Qubit の観測用のチューブ

100μL×3 本、目視でのカウント用のシャー

レに 10μL×10 ドロップ×2 セットにわける

(図 1)。
③ Qubit の fluorometer モードで赤色光

(635nm) の照射、青色光(470nm)の照射を

②で用意した 3 本のチューブに対して行う

(図 2)。
④ ②で用意したシャーレを双眼実体顕微

鏡にセットしセル数を計測する

なお、カウント作業は毎日昼 12:40 から

行った。

実体顕微鏡で観察したとき、色が抜けた

ようになっているブレファリズマが多く見

られた。ブレファリズマは長く光に当たる

と、自らがもつ色素を分解する性質がある

とのことだったので、8/30 からは、インキ

ュベータから取り出す時は段ボールの中に

入れて運ぶなど、余分な光に直接さらさな

いように工夫した。 

3-2-3 実験結果

ミドリゾウリムシを用いた実験では、個体

が安定的に増殖せず、Qubit を用いた蛍光

色素での計測を行えなかった。7 月以降に

培養を始めたブレファリズマは、個体が安

定的に増殖したため、Qubit を用いた蛍光

色素での測定を行うことができた。その結

果は、グラフ 1 のようになった。 

    

図 1 シャーレへの分配イメージ

図 2 Qubit の fluorometer mode 

グラフ 1 ブレファリズマの目視による個体数変化

(セル数)と、Qubit による蛍光色素の波長

の変化(緑発光)



3-3 実験 2

3-3-1 目的

波長計測用とセル数の計測用の100μLの中

に、細胞が等しく入っている可能性は低く

はないが、確かでもない。そこで、９月４

日からのカウントでは細胞数を波長計測用、

セル数のカウント用の間で確実に等しくす

るために、各回で Qubit の計測に用いたチ

ューブ(3 本)内の培養液をシャーレに移し

実体顕微鏡でカウントし、細胞数と Qubit
で計測された蛍光の波長のデータとの一対

一対応を調べることにした。

3-3-2 結果

 

結果のグラフは一次関数様になるのが望

ましい。

４．考察 

セル数との相関がみられたのは緑色光の

波長のみであった。青色光照射時の遠赤色

光、赤色光照射時の遠赤色光では相関は見

られなかった。

実験1のデータ(グラフ1)ではセル数と蛍

光波長のデータが似通った推移を見せた。

だが、100μL 中のセル数、即ち細胞密度と

蛍光波長との関係を数式にするには、相応

の数学が必要なので断念した。

ブレのセル数と、緑色光の発光量の関係を

見るために行った計測では相関がみられな

かった (相関係数 0.0935)  (グラフ 2)。 

５．結論 

今回の研究目標が達成できなかった主な

原因を以下にあげる。

(1) Qubit のチューブに入れる培養液の量

が 100μlでは少なすぎ、Qubit が十分に

性能を発揮できるだけの蛍光色素の量に

達していなかった可能性がある。

(2) セル数と波長の一対一対応の実験は実

験期間が短く取れたデータ数が少なすぎ、

それぞれのセル数に対応する蛍光波長の

データが十分に取れず平均が取れなかっ

た。

(3) セル数と波長の一対一対応の実験(実験

２)ではセル数をコントロールしなかった

ため、データが偏って出た。

今後の展望としては上記の原因を解消し

て、実験に十分な時間をかけて、さらなる

データ収集を行い、数学を勉強するか数学

ができる人に手伝ってもらえば目的の式が

得られる可能性は十分にある。

またこれが実現すると、他の蛍光色素をも

つ原生生物（ソライロラッパムシなど)のカ

ウントへの応用が期待できる。

６．謝辞 

ミドリゾウリムシ、ブレファリズマの準

備や実験計画への助言などで多くの協力を

いただいた櫻井先生、不在時に植え継ぎを

請け負ってくれた結崎さん、細かな質問に

返答をして下さった神戸大学理学部洲崎敏

伸教授に、この場を借りてお礼申し上げま

す。 

グラフ 2 培養液中の細胞密度に対する反射光の

波長の関係



植物の生長と生育環境 

6 年 C 組 出水明日香 
指導教諭 櫻井  昭

１．要約 

植物の最適な生育環境を調べるため、植物に照射する光の波長を変化させた。また、育

てる場所を土から水に変え、植物の生長の様子を比較した。土と水では土で育てた方がよ

く育った。また、光の波長によって、生長の度合いに大きな差がみられた。 

２．研究背景 

私は以前から、品種改良等で植物自体を

改良して安定した生産を目指すことより

も、栽培方法を変えることにより、よりよ

い植物を安定的に生産することに興味を

持っていた。そこで私は、植物の栽培にお

いて水耕栽培などの、一般的な土を用いる

育て方とは異なる栽培方法に目を付けた。

そして、植物が発芽し、成長する環境が成

長にどのような影響を及ぼすのか気にな

った。そのため、植物が根を張る培地を土

と水で比較検討することにした。また植物

は光合成によって多くの養分を得る。そこ

で、光合成において重要な条件である光の

波長を変えることによって、植物の生育に

適した光の条件を考えることとした。 

３．研究内容 

3-1 植物の生長における光の波長、培地

の変化の影響

3-1-1 実験目的

植物が生長する環境が、生長にどのよう

な影響を及ぼすのかを調べる。そこで、植

物の安定性と生長度合いの関係を調べる

ため、土培地と水培地を用意し、成長の様

子を比較する。また、植物に重要な光合成

における光の波長の影響を調べるため、土

培地、水培地のそれぞれを日光、蛍光灯、

青色光、赤色光、緑色光、暗室下で育て、

植物の生長に最も適した波長の光を探す。 

3-1-2 実験仮説

土と水で比べると、土の方が根を張りや

すいと思われるため、土の方がよく成長す

る。暗所では光を取り入れることができな

いため、種子が持っていた養分を使い切っ

たら枯れてしまう。緑色光はあまり光合成

に利用されないためにほかの条件に比べ

てあまり生長せず、光合成に多く用いられ

る赤色光や青色光を照射したものは緑色

光に比べてよく生長する。日光は光量が最

も多いため、最も生長する。 

3-1-3 実験方法

材料 ムギ

① 土を入れた入れ物(土培地)と水を入

れた入れ物(水培地)をそれぞれ用意

し、種をまいて暗所で発芽させる。

② 1 つの入れ物につき 1 つの芽になるよ

うに間引きする。

③ 日光、蛍光灯、青色光(LED)、赤色光

(LED)、緑色光(LED)、暗室光下に土

培地と水培地の標本をそれぞれ2個体

ずつ移動させ、育てる。



④ それぞれの標本を観察する。

3-1-4 実験結果

各個体の葉の長さを表に示す(表 1)。

また、各光における葉の長さの日ごとの変

化比較を、培地別にグラフに示す(グラフ

1、2)。

グラフ 1，2 より、どちらの培地でも蛍

光灯下と赤色光下において葉の長さが長

い。また日光下では葉の長さが短いといえ

る。 

3-1-5 実験考察

グラフ 1，2 では葉が長く成長した赤色

光下、暗室下で育てたムギがよく成長して

いるように見える。しかし、最終計測日に

は暗室の標本は枯れ始めていた。そのため、

光合成を行わず、もともと発芽するために

種子に蓄えていた養分のみで成長し、使い

果たしたのではないかと思われる。また、

暗室下で成長したムギは黄色がかった色

をしていたため、健康的な成長をしていな

かった。また、赤色光下や緑色光下の標本

も細長い茎に成長していた。また、計測値

グラフ 1 土培地の葉の長さ比較 

(㎝) 

グラフ 2 水培地の葉の長

(㎝) 

2月4日 17.2 15.6 10 11
2月10日 24.8 23.3 12.5 15.4
2月24日 35.2 35.5 22.4 22.4

蛍光灯

土 水

2月4日 × 4.6 7.8 6.6
2月10日 1 5.2 8.8 8.2
2月24日 7.2 7 9.9 10.1

太陽光

土 水

2月4日 14 × × 13
2月10日 17.5 × × 19
2月24日 34.9 × × 24

赤色光

土 水

2月4日 5 14.5 10.7 7.2
2月10日 16.7 16.8 10.8 12.1
2月24日 23.5 25.4 14 20.2

青色光

土 水

2月4日 × 12.3 9.6 6.6
2月10日 × 14.7 15 13
2月24日 × 15.5 17.2 15.6

緑色光

土 水

2月4日 13.2 12.4 12.8 6.7
2月10日 17 15.4 14.3 12.5
2月24日 14.8 15.8 15.7 13.9

暗所

土 水

表 1 各個体の葉の長さ 
発芽した各個体における、最も長い

葉の長径を計測。単位は㎝。×は発芽

しなかったことを示す。



も大きかった蛍光灯の標本、そして日光、

青色光の標本は長さの伸びは少なかった

ものの、葉の色が濃く、しっかりした標本

に成長していた。特に日光下の標本が最も

しっかり育った。蛍光灯は LED 下に比べ

て照度が大きかったのも一因であるだろ

う。また、水よりも土を使って育てた方が

よく成長した(グラフ 3)。 

この結果は、根を張った時に得られる安

定感が土の方が勝っているからであると

考えられるが、土に少し養分が含まれてお

り、その養分が成長の一助となった可能性

がある。次の実験では、養分を含まない土

を用いるべきであると考えられる。 

また、予定ではすべて発芽させてから実

験を開始する予定だったが、時間の都合上

発芽していなかったものも各条件下に置

いた。その結果、そのまま発芽しなかった

個体も多く極端に標本数が少なくなって

しまった条件もあり、個体差が結果に反映

されている可能性もある。 

3-2 実験 植物の生長と光の波長の関係

3-2-1 実験目的

実験 A で得られた結果について、光種

と植物の生長の関係に絞って調べること

とした。そして、実験 A では温度環境が

一定ではなかったため、各条件での温度を

揃えた。また、日光で植物が育つのは光の

強さによるものなのか、光の波長によるも

のなのか調べるため、日光を減光シート

(透過光率：6.6％)で制限し、LED 下と正

午の減光シート下の照度をおおよそ揃え

た場所と LED(白色)下で育てたものを比

較する。

3-2-2 実験仮説

日光下で最もよく成長する。また、減光

シートを用いたものとLED下で育てたも

のは同じくらいの成長になる。暗室下では

すぐに枯れる。

3-2-3 実験方法

材料：チンゲンサイ

① 土を入れた入れ物(土培地)を用意し、

種をまいて暗所で発芽させる。

② 1 つの入れ物につき 1 つの芽になるよ

うに間引きする。

③ 日光、減光シート、LED(白色)、暗室

光下に土培地と水培地の標本をそれ

ぞれ 4 個体ずつ移動させ、育てる。

④ それぞれの標本を観察する。

計測した項目は、葉の枚数、光の明る

さに加えて、図 1 に示す通りである。 

3-2-4 実験結果

グラフ 3 土と水での葉の長さ比較 

(㎝) 

葉の幅
葉 の 長

さ
茎 の 長

さ

図 1 植物の計測場所 



光種による、各計測場所の計測結果をグ

ラフに示す。

日光下で育てた標本が最も大きい値

をとっていた(グラフ 5，6，7)。また目

視でも、最もしっかりと成長しているよ

うに見えた。茎の長さにおいては、暗室

が最も長かった(グラフ 4)。 

3-2-5 実験考察

仮説通り、光量が圧倒的に大きい値を

とる(グラフ 8)日光下の標本が、計測値、

また目視より最もよく育ったといえる。 

グラフ 4 茎の長さ比較 

(cm)

グラフ 5 葉の枚数比較 

(枚) 

グラフ 6 葉の長さ比較 

(cm) 

グラフ 7 葉の幅比較 

日光で 7 月 13 日頃、LED で 7 月 10 日頃に葉の 

幅が急激に短くなっているのは、子葉が枯れて落ち、

本葉の幅を計測し始めたからである。なお、今回

計測したチンゲンサイの子葉については、葉の長

さよりも葉の幅の方が長い。 

(cm) 

グラフ 8 各光種における照度変化 

日光の値は他の標本の値に比べてはるかに

大きいため、グラフの最大値を超えている。 

(Lx) 



晴天時の減光シート下の照度が LED 下

の照度とおおよそ同じになるように減光

シートを用意したが、実験時期が梅雨だっ

たため、LED 下の照度が減光シート下の

照度を上回る日が大きかった(グラフ 8)。
LED 下の標本が減光シート下の標本より

も各計測値は大きくなっているが、光量に

よるものであるのか、波長によるものであ

るかは断定できない。

＜追実験＞ 

晴天時を予測して減光シートを用意

したが、実験時期が梅雨であったため、

減光シート下の明るさが予想よりも暗

くなってしまった。そのため、LED と

減光シート下での違いを明確に調べるた

め、梅雨が明けてからもう一度実験を行っ

た。標本は減光シート下と LED 下、また

対照実験として日光下で生育させた。実験

方法等は同じなので省略する。

＜対実験結果＞

＜追実験考察＞

仮説通り日光が最もよく成長した。また、

グラフ 9~12、また目視からも、LED 下が

減光シート下よりもよく成長している。し

かし、これは LED が 24 時間照射してい

たのに対し、日光は日の出から日の入りま

での限られた時間のみ射すためである可

能性が高い。だがこの結果より、日光下で

生育した植物がよく育つのは光の成分が

グラフ 9 茎の長さの比

(㎝) 

(㎝) 

グラフ 10 葉の枚数比較 

グラフ 11 葉の長さ比較 

(㎝) 

グラフ 12 葉の幅比

(㎝) 



はるかに優れているからではなく、受け取

った光量の多さによるものであるという

ことが推測できる。

４．考察 

白色光 LED は、青色光 LED と蛍光体

を組み合わせることによって白に見せて

いるため、青色光を含んでいる[1]。また、

白色 LED のスペクトルより、青色の波長

が他の波長に比べて非常に多いことが知

られている[2]。それに比べ、日光のスペ

クトルをみると青色の波長が最も多いも

のの、全体的にどの波長も多く含まれてお

り大差はない。実験 A のグラフ 1,2 より、

LED の中では青色光が最も光合成に有効

であるということがわかった。よって、実

験 B で白色 LED 下でよく育ったのは、青

色光が多く含まれているからではないか

と考えられる。日光のスペクトルでは、日

光と白色 LED で、照度と照射時間も揃え

ても、青色光が多く含まれる白色 LED の

方が健康的によく育つのではないかと考

える。

５．今後の展望 

現在植物工場では、青色 LED よりも赤

色 LED の方が安価であることから赤色

LED を用いてレタスを栽培している。今

回の実験結果では、ムギを赤色光のみで生

育することは不可能である。なぜそのよう

な結果になってしまったのかを考えたい。 

６．参考文献 
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ＤＮＡによる雌雄判別法の確立 

6 年 A 組 米田江里奈 
指導教諭  櫻井 昭  

１．要約

私は、DNA を用いた植物の雌雄判別に興味を持ち、研究を始めることにした。雌雄異株

の植物には、実をつける植物や、雌雄によって成長させたほうが好ましい雌雄の異なる特

徴をもつ植物があるので、DNA を用いて雌雄判別をして、成長し始めた早い段階に雌雄で

育てたい方を選び育てる方法を見つけようと考えた。そこで、雌雄異株であるピスタチオ

の DNA による雌雄判別を行おうと考え、ほかの植物の雌雄判別法を試みることにした。

キーワード ピスタチオ、アスパラガス、PCR 法、DNA、抽出、プライマー

２．研究の背景と目的

植物の雌雄判別を DNA から行う先行研

究において、多く試みられている種はアス

パラガスであった。そこで、先行研究の追

実験を行うことで、雌雄判別法を知る手掛

かりを得られないかと考えた。また、アス

パラガスの雌雄判別で用いている方法を他

の植物に応用できないかと考え、アスパラ

ガスとは異なる雌雄異株の植物の DNA を

抽出し、雌雄判別に応用しようと考え、ま

ずは DNA 抽出の検討を行うことにした。

３．研究内容 

3-1 DNA 抽出の検討

以下に示す、2種類の DNA 抽出キットを

用い、植物からの DNA 抽出の検討を行っ

た。 

(1)Plant  Genomic  DNA  Extraction
System
(2)Dneasy Plant Mini Kit
材料はアスパラガスの葉を用いた。抽出し

た DNA の純度や収量は、分光光度計を用

いて行った(表 1)。結果より、(１)の方が

精度よく抽出しやすいことが分かった。 

表 1 DNA 抽出結果 

3-2 PCR 法を用いた雌雄判別

3-2-1 実験目的

3-1 で抽出した DNA を用い、アスパラガ

スの雌雄判別に利用されている DNA の塩

アスパラガス
抽出量
(µｇ/ml)

純度

2015/11/14① 3.4 2.05
② 2.7 1.52
③ 1.6 1.44
④ 1.9 1.96
⑤ 1.6 2.2
⑥ 3.1 2.13
⑦ 0.1 0.81

2016/10/13 261.5 64
山椒

2017/6/23　雌株 24.9 1.65
雄株 1 0.55
メダカ

2017/7/13　雌株 2.6 1.06
雄株 8.4 0.99



基配列を、PCR 法により増幅させ、電気泳

動法を用いて確認する対実験を行った。

3-2-2 実験方法

PCR reaction Mix の各溶液の割合は以

下の通りである。

Genomic DNA 24ng、dNTPs 10µL、
primer R 2.5µL、primer F 2.5µL、10×PCR 
Buffer 2.5µL、Taq ポリメラーゼ 0.1µL、
Total 25µL 
またPrimerは先行研究で示されていた4

種類を用いた(表 2)。そして、PCR 法は、

先行研究で示されていたプログラムに従い

行った(表 3)。 
実験はプライマーと Agalose Gel の濃度

の組み合わせを変えて、3 回行った

(2016/1/28、2016/7/13、2016/8/17)。その

3 回の組み合わせは、表４に示した。 

表 2 用いたプライマーの塩基配列 

表 3 PCR プログラム 
94℃ 30 秒 
94℃ 30 秒 

32 cycles 
50℃－60℃ 
(表 2 参照) 

30 秒 

72℃ 40 秒 
72℃ 5 分 

表 4 実験で用いたプライマーの種類 

AgaloseGel 濃度 

3-2-2 実験結果

以下のように、電気泳動法によりバンド

(DNA 断片)が確認できた（左；写真、右；

バンドの値）。

プライマー名アニーリング時間 ＤＮＡの塩基配列
Asp1-T7-F 59℃　30s CTTGGCGTGAATACGTTGC
Asp1-T8-R 59℃　30s TCTCTTGTTCAATATACTC
Asp2-SP6-F 59℃　30s  GCTCTTTGAGGGTGTTT
Asp2-SP6-R 59℃　30s TGCTCCTCCACTCTCA
Asp4-SP6-F 60℃　30s  AGGCCTCTCAAGTTTCA
Asp4-SP6-R 60℃　30s AGCAGATCCCACATTGA
Asp8-T7-F 50℃　30s  AGATCTGAGATCCGGTTCC
Asp8-T7-R 50℃　30s AATAGTTTCATGGAGGAAGG

Genomic
DNAs Marker Agalose

Gel
2016/1/28 ②④ Asp1-sp6,Asp2-sp6,Asp4-6,Asp8-T7 1%
2016/7/13 ② Asp1-sp6,Asp2-sp6,Asp4-6,Asp8-T7 3%
2016/8/17 ②④ Asp4-6 3%



Asp4-6 のバンドが 1,000bp に見られた。 
中央のあたりにマーカーが見られた。

これはいずれも Asp4-SP6 のプライマー

で増やした DNA で鋳型 DNA が異なるも

のである。

3-2-3 アスパラガスの雌雄判別の考察

このことから、アスパラガスの雌雄判別

が一部のプライマーではできたが繰り返し

できなかった。ほかの植物への応用性が低

いと考えられる。また、PCR によって DNA
が増幅されたのかが、電気泳動がうまくい

っていないので少し疑問がある。 (2004 
Jamsari A1) 

3-2 他の方法での試行

雌雄異株で研究がなされていて雌雄が分

かっているものには、他にもイチョウ、カ

キ、などがある。植物と動物の DNA の雌

雄の違いの関連性を調べた研究が進んでき

ている。このことから、以前に行っていた

アスパラガスにある DNA の塩基配列を用

いて構築したプライマーを用いた実験から、

動物雌雄で異なる DNA の塩基配列との関

連性があると考えられる植物の DNA の塩

基配列を利用して実験を行うことにした。

この実験においては、雌雄異株がはっきり

わかっている山椒を用いて実験を行った。

また、動物との関連性を知るため、身近に

あるメダカを動物と植物の比較として用い

た。 

3-2-1 実験仮説

どんな植物においてもプライマーを用い

ることで雌雄判別ができる。また、動物に

も共通しているので動物の雌雄判別もでき

る。 

3-2-2 実験方法

材料 

山椒（雌雄わかっている）、ヒメダカオス、

メス、以前抽出したアスパラガスの DNA
方法

DNA の抽出を以前と同様の方法で植物

から行った。

PCR reaction Mix の各溶液の割合は以下

の通りである。

DW 6μl,2×Buffer 25μl,2mM dNTPs 10μl, 
Primer F 1.5μl 10 pmol/ml ,Primer R 
1.5μl,KOD FX 1μl,Sample 5μl,Total 50 μl 
動物にも汎用性があるとされるプライマ

ーを用い(表 5)、PCR プログラムもその先

行研究に従って設定した(表 6)。 

表 5 用いたプライマーの塩基配列 

表 6 PCR プログラム

98℃ 2 分 
98℃ 10 秒 

30 cycles 55℃ 30 秒 
68℃ 60 秒 
78℃ 5 分 

DMY-F CCGGGTGCCCAAGTGCTCCCGCTG　

DMY-R GATCGTCCCTCCACAGAGAAGAGA



3-2-3 実験結果

なにも結果が得られなかった。メダカの

DNA 抽出においては、分光光度計で DNA
が確認できていたので、PCR か 、電気泳

動での操作に問題があったと考えられた。

しかし、コントロールをしっかり設定でき

ていなかったため、どちらに原因があるの

か検証はできなかった。 

４．考察、今後の課題 

DNA の抽出が出来ているか、電気泳動法

によって確認したところ、ラダーが現れな

かった。これは、電気泳動に使用した DNA
量が少なかったため確認できなかった可能

性もある。よって、DNA 抽出が出来ている

のか確認するための方法を検討したい。

DNA を抽出後、PCR で増やしたが再度確

実に実験できなかったので、繰り返し実験

が行えるようにしたい。DNA の抽出から確

認まで時間がかかるので、短時間で容易に

雌雄判別できる方法を模索したい。また、

電気泳動後に染色する方法を DNA がどの

くらい含まれているかを考えて方法を変え

て実験を行い、PCR ができているのか調べ、

新しい方法への応用をしたい。 
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[2]「Dneasy Plant Mini Kit」
[3] 「メダカ幼魚の簡易・迅速な性別判断

方法」西口慶一 著 医学と生物学 第

155 巻 第 2 号(2011.2)  

６．謝辞 

櫻井先生、色々なアドバイスを頂き有り

難うございました。



レンズの収差についての研究

3 年 A 組 柴田 凌輔 
3 年 A 組 鶴崎 桐梧 
指導教諭 藤野 智美

１．要約 

私たちは天体の観察に必要な天体望遠鏡の仕組みについて興味を持った。そこでレンズ

が作り出す像の仕組みについて実験を行ったところ、レンズを 2 枚組み合わせた際に「像

のぼやけ」が発生することに気づき、その要因として「レンズの収差」という現象に巡り

ついた。本研究では、この収差を確認し、定量化を試みた。

キーワード 凸レンズ、凹レンズ、レンズの公式、レンズの収差、屈折

２．研究の背景と目的 

天体望遠鏡は、レンズを複数枚重ねた仕

組みからできている。その仕組みに興味を

もった私たちは、自作の望遠鏡を目指し、

レンズを通る光が作り出す像の仕組みにつ

いて研究を行なった。

３．研究内容 

３.１ 実験１ １枚のレンズが作る像 

＜実験内容＞

1 枚のレンズが作る像の位置や倍率は、

以下のレンズの公式によって表される。

凸レンズ 1 枚・・・

凹レンズ 1 枚・・・
fba
111

−=−

：光源からレンズまでの距離

：レンズから像までの距離

：レンズの焦点距離

 実験①では、光源からレンズまでの距離

( )を変化させたときのレンズから像まで

の距離( )を測定した。この測定値を前述し

た公式から算出した理論値と比較した。な

お、実験は光学台を用いて行い、スクリー

ンを動かして、像がはっきりと映し出され

る位置を測定した。なお、レンズの焦点距

離( )については、事前に測定を行なった。 
＜結果＞

 凸レンズ、凹レンズ共に理論値と実験値

の誤差はほとんどなく、この公式を利用し

てレンズが作る像の位置を算出できること

が確認された。

３.２ 実験２ ２枚のレンズが作る像 

 次に、天体望遠鏡や顕微鏡の仕組みとし

て用いられている、複数枚のレンズの組み

合わせによって作られる像について実験を

行なった。なお、実験は光学台を用いて行

い、スクリーンを動かして、像がはっきり

と映し出される位置を像の位置とした。



＜実験内容＞

①図 1 のように、実験 1 で作成した像に対

して焦点距離( )がわかっているもう一枚

のレンズ 2 を配置する。

②レンズ 1 によって作り出された像 1 をレ

ンズ 2 に対する物体とし、レンズ 1 と物体

までの距離( )を 1cm ずつ移動させた際の、

像 1 とレンズ 2 の間の距離( )、レンズ 2
と像 2 の間の距離( )について測定した。

③レンズ 2 についてもレンズの公式が成り

立つものと仮定し、レンズ 2 と像 2 の間の

距離( )について理論的に算出した値と実

験値を比較した。

レンズ 2・・・

＜結果＞

・図 2 のように、レンズ 2 が作り出す像が

ぼやけることが観察された。

図 2 
・レンズ 2と像 2の間の距離( )について、

理論値と実験値に一定の誤差を確認した。

３.３ レンズの収差 

実験 2 の結果について参考文献を調べた

ところ、「レンズの収差」という概念にたど

りついた。収差とは、レンズや反射鏡によ

って像を作る際に、一点から出た光線の束

が完全には一点に集まらず、像のぼやけや

歪みを引き起こす現象である。今回は収差

のうち、以下の 2 種類を取り扱った。 
・軸上色収差

光の波長によって屈折率が異なるため、

焦点が合わない現象(図 3)。 

図 3 
・単色収差

光の入射する場所によってレンズの曲が

り具合が異なるため、単色光を用いても焦

点にずれが生じてしまう現象(図 4)。 

図 4 

図 1 



３.４ 実験３ 軸上色収差の確認 

 両凸レンズに様々な色の光のレーザーを

同じ位置、同じ角度で照射し、レンズを通

過した後の光の道筋を観察した。

＜実験内容＞

 赤色、青色のレーザーの光を両凸レンズ

の光軸に平行になるように照射し、色ごと

の経路の違いを確認した。

＜結果＞

図 5 のように赤と青のレーザーの光の経

路に差が見られ、軸上色収差が確認された。 

図 5 

３.５ 実験４ 単色収差の確認 

＜実験内容＞

 単色収差の定量化を試みるために、レン

ズの上端から下端にかけて、光軸に平行に

なるように緑色のレーザーを配置し、入射

位置を光軸から 2mm ずつずらしたときの

光の経路を記録した。記録結果から、屈折

した光と光軸が交わる点とレンズの中心ま

での距離を計測した。

＜結果＞

図 6 
図 6 のように、光軸から離れると交点ま

での距離が短くなる傾向が見られた。

・図 7 のように、光軸に近い場所からの入

射光のデータにはばらつきが見られた。

図 7 

４．今後の展望 

図 7 のデータの解析を行い、データがば

らついている部分についての検証を行いた

い。それらの考察をもとに、レンズの収差

の定量化を行いたい。

５．参考文献 

［1］潮 秀樹「よくわかる光学とレーザー

の基本と仕組み～光の性質とその応用～」

［2］前田 護治「光の基礎から応用先端技

術まで未来をひらくフォトニクスをマスタ

ーする」

［3］斎藤 晴司「絵と光学基礎のきそ」 
http://www.enjoy.ne.jp/~k-ichikawa/iRay_
LensAberration.html 

６. 謝辞

 今回の研究にあたり、ご指導くださいま

した顧問の藤野先生、ありがとうございま

した。



筑波エアロスペーススクール 2017 参加報告 

5 年 B 組 伊藤 愛結 

１．要約 

エアロスペーススクールは、JAXA が主催している、日本の宇宙開発の最前線を体験する

ことを目的とした 3 泊 4 日のプログラムであり、大樹、角田、筑波、調布で開催されてい

る。私が参加したプログラムが行われた筑波宇宙センターは、日本の宇宙航空研究開発の

拠点として中枢的な役割を担っており、日本の主力

ロケットの研究開発をはじめ、人工衛星の運用、国

際宇宙ステーション「きぼう」日本実験棟での宇宙

環境利用、そこで活躍する宇宙飛行士の養成など、

宇宙開発に関わる最先端の研究開発が行われてい

る。本プログラムでは、このような幅広い観点から、

日本の宇宙開発の過去・現在・未来について考える。 

２．活動報告 

プログラム中には、宇宙開発に携わるさ

まざまな仕事に関する講義の他、実習を含

めて宇宙の基本から、最先端の技術を幅広

く学び、その上でこれからの宇宙開発がど

うあるべきかについてディスカッションを

し、ミッション報告会を行った。

開催日時 2017 年 8 月 7 日~10 日 
開催地  JAXA 筑波宇宙センター 
参加者  高校 1~3 年 男女各 12 人

（１）１日目

1 日目は、主にロケットに関する講義と

実験を行った。

講義 日本のロケット開発

―H3 ロケットで目指す姿― 

ロケットの飛ぶ仕組みと構造や、それに

運ばれていく衛星の種類と特徴、エンジン

についての基礎知識を与えられた上で、柔

軟性や高信頼性、低価格を掲げ、サービス

面に重点を置いた H3 ロケットについての

講義を受けた。

講義・見学 総合環境試験について

―宇宙機の過酷な環境と試験―

電磁波、音、振動などのさまざまなスト

レスを受ける宇宙機の宇宙空間での故障を

避けるために、宇宙と似た環境を作り出し、

地上で何度も実験している。実際にはロケ

ットを三方向に揺らした後のひずみを測定

したり、ロケットと同じ音を当てたり、真

空状態で光を当て続けたり、液体窒素で冷

やした状態で 1 週間から 2 ヶ月ほど経過を

観察したりするそうだが、その中でも総合



環境試験棟にある 13m∅スペースチャンバ

(真空及び熱的環境における耐環境性を確

認するための設備)やXeランプ(ソーラーシ

ュミレータの光源)などを見学した。 

 
実習 モデルロケット製作 

6 つのグループに分かれ、事前に配られ

たキットを用いてモデルロケットを製作し

た。基本は普通の火薬で飛ぶロケットだが、

前方に取り付けた生卵を守るためにクッシ

ョンを製作したり、パラシュートの大きさ

を変えたりして工夫した。 
 
（２）２日目 

2 日目は、宇宙開発の中心となっている

人工衛星や探査機についての講義と実習を

行った。 
 
実習 モデルロケットの打ち上げ 
それぞれのグループが製作したモデルロ

ケットを打ち上げ、着陸時に人が亡くなら

ないよう安全性を重視したロケットについ

て考察した。打ち上げの際は、打ち上げ高

度、発射点から着地点の距離、人間に見立

てて搭載した生卵が割れたかどうかを判断

基準として評価を受けた。パラシュートを

大きくした方が、落下速度が遅くなると予

想したグループが多かったものの、大きす

ぎてパラシュートが出なかったり、火が移

ったりしてしまった。逆に、ロケットが重

すぎなければ、パラシュートはある程度の

大きさで良いということがわかった。私た

ちは楽しんで製作したが、夢だけでなく命

もかかっている JAXA のロケットは、より

精密に、真剣に作られていることを感じた。 
 

講義 追跡管制について 
地球の観測や GPS の運用、地球の起源の

探索などを行っている人工衛星や探査機に

指令を送ったり情報を受け取ったりする方

法について、パラボラアンテナを使う方法

を知り、その交信できる時間に限りがある

という欠点を克服するための中継衛星など

があるということを学んだ。 
 
講義・実習 衛星追跡 
八木アンテナを製作、それを用いて衛星

追跡を行った。八木アンテナとは、素子の

数で調節できる指向性アンテナである。角

材にアルミ棒や銅棒をさしただけのもので

あるが、棒の長さや曲げの大きさである衛

星の電波を受信出来るようになった。秒単

位で方角と高度を変えながら、15 分ほどか

けて追跡した。 

 
ビルなどの遮蔽物がないところで測定す

ると、以下のような日本列島にかかる雲の

様子を確認することができた。 
図は二回目の測定時のものである。 
今回測定した衛星 NOAA は、NASA が打ち

上げ、現業利用を NOAA(アメリカ海洋大気

庁)が行っている気象衛星である。 
1 回目 8/8 13:55~14:10  NOAA 19 
2 回目 8/8 17:34~17:49  NOAA 15 



 
講義・実習 宇宙からの地球観測 
地球観測はアメリカ、ロシアが偵察衛星

として利用していたのが始まりであるが、

現在では災害や気象の状態を観測したり、

長期間の観察による変化をグローバルな視

点から見たりすることを可能にしている。

さらに同じ条件で定常的に観測できるので、

科学研究、ビジネス、行政、個人の生活な

ど多くの用途がある。 
これらの衛星から得られた画像を解析し

た。緑、赤、青の波長で撮られた画像を色

合成して実際に私たちが見えているような

画像(トゥルーカラー画像)を作ったり、青の

画像に衛星の緑の波長、緑の画像に赤の波

長、赤の画像に近赤外線の波長を割り当て

て色合成して植生の活発さをはかる画像

(フォルスカラー画像)を作成したりした。 
 
（３）３日目 

3 日目は、宇宙に送り出すそのものでは

ないが、主にそれらを支えているものにつ

いての講義を受けた。 
 

実習 宇宙飛行士模擬訓練体験 
宇宙飛行士の体験として、宇宙飛行士適

性検査、「きぼう」日本実験棟モデル内の見

学とその中での模擬訓練などを行った。個

人の能力に加えて、閉鎖的空間で特定のク

ルーと協力してミッションに臨むためのチ

ームワークが大切だと知った。 
 
講義 有人火星探査と特殊環境での生活 

1960 年代には宇宙での活動は生存が課

題だったが、近年では長期滞在するための

快適な環境づくりが課題となっている。こ

の講義では、自立的生活システムの確立や

放射線や太陽風対策といった物理的制限の

解決だけでなく、クルー死亡またはミッシ

ョン喪失の危険性、長期間の閉鎖的隔離環

境での心理学的・社会的適応の問題を解決

しなければならないということを学んだ。 
 
講義・実習 タンパク質結晶生成実験 
特定のタンパク質の構造を精密に調べる

ために、結晶化した。対流が起こらないの

で高品質のものができやすいため、宇宙で

作成することになった。新薬の開発などに

も利用が期待されており、精密な構造情報

が必要とされている。実習では、実際に金

井宣茂宇宙飛行士が研究されている方法で、

ウマのヘモグロビンを用いて生成を行った。

図は顕微鏡で結晶を観察した物で、少し大

きくなった結晶が見られた。 
 
講義 宇宙開発を支えるさまざまな仕事 

JAXA は打ち上げのためのプロジェクト



が目立つが、広報、ロケットや輸送系を担

当する部門、衛星系を担当する部門がある

ことや、それぞれの部門の特徴、種子島宇

宙センターの施設、ロケットの打ち上げに

関わる企業のことなどを伺った。 
 

 
職員交流会 
これまでに講義をしてくださった JAXA

職員の方がお集まりくださり、講義のとき

にわからなかったことを質問したり、進路

について相談したりした。 
 
（４）４日目 

4 日目は各班によるディスカッションと

プレゼンテーションを行った。 
 ディスカッションでは、宇宙医学から宇

宙食、エンジン開発やさらには宇宙飛行士

を目指す人まで、宇宙のさまざまな分野に

興味をもち、独自の視点を持った仲間が、

それぞれの世界観を交差させた。私たちの

班について少し述べると、たくさんの講義、

実習の中で特に印象に残ったのは、意外に

も医療分野だった。トレンディなのもある

が、「宇宙開発の未来を考える」というテー

マに基づいて考察するうち、なぜ宇宙開発

をするのか、地球が住みにくくなるときの

ために火星探査をするのではなく、地球を

守るために研究するべきではないかと考え、

「生命」について考えるようになったから

である。こうして、他の班とは少し視点の

異なる、技術面以外からの考察とプレゼン

テーションができた。 
 

３．感想 

このように本プログラムでは、さまざま

な視点を知ることにより、たくさんのイン

スピレーションを得た。これだけでも得る

もの十分だが、私は学問分野の刺激よりも

もっと大きなものを得ることができた。尊

敬できる仲間である。はじめ、私は宇宙自

体に興味があるわけではなく、みなの熱意

に取り残され怖じ気づいていたが、宇宙分

野以外でも個性的で人間的に面白く、刺激

を与えてくれた数多くの仲間と出会えた。

また、日本の宇宙開発の最先端を支える

人々など、具体的に指標となる大人にも出

会うことができた。 

 

４．謝辞 
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