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１．概要 

高校化学では，最も反応が単純な場合に，反応速度式の 冪
べ き

と化学反応式の係数が一致す

るとされている一方で，化学反応は分子同士の衝突によって引き起こされるとも説明され

るが，これら 2 つの説明をつなげ，反応速度式を理論的に導出することは行われていない。

研究では，擬 1 次反応について，反応速度式に理論的な根拠を与えるために，2 つの数理モ

デルを考案した。多くの粒子を含む物質中で生じる素反応を統計的に処理し，反応時間が統

計力学におけるボルツマン分布と類似の形式で表現されると仮定することによって反応速

度式を導出した。さらに，溶液中での粒子の衝突というミクロな現象が，反応速度というマ

クロな現象とどのように対応するのかについて 2 つのモデルを比較検討して明らかにした。 
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２．はじめに 

高等学校の化学教科書には，反応速度は

反応物の濃度の累乗に比例するが，その指

数は実験によってのみ求めることができる

という記述 1)がある。 

 ところで，最も単純な反応では，化学反応

式の係数と反応速度式中の冪は一致すると

されている 2)。この場合では，化学反応は活

性化エネルギー以上の運動エネルギーを持

った反応物分子同士の衝突で説明できる 3)。

しかし，分子同士の衝突という現象から，反

応速度式の冪と反応式の係数との一致を理

解することは容易ではない。 

 例として，酸塩基反応の指示薬として用

いられるフェノールフタレイン（PP）溶液

の退色を取り上げた。無色の PP 溶液に塩基

を加えると赤色に着色するが，強塩基性の

溶液中で時間が経つと退色する。この反応

の反応速度や反応機構はすでに報告されて

おり 4)，PP 分子は塩基性溶液中で 2 価の陰

イオン(PP2－)となって赤色を示すが，周りの

水酸化物イオン(OH－)と結合して，無色であ

る 3 価の陰イオン（PP3－）となる。このと

き，水酸化物イオン濃度[OH－]は，2 価イオ

ンの濃度[PP2－]に比べてはるかに大きいこ

とから，この反応の反応速度は[PP2－]に比例，

すなわち，[PP2－]の 1 次式で表され，このと

きの変化は擬一次反応と呼ばれる。実際に

PP の退色がどのように時間変化するか，吸

光光度計を用いて確認実験を行い，反応速

度が PP 濃度に比例することを確かめるこ

とができた。 

このような，化学反応の中でも最も単純

な場合の１つである擬 1 次反応において，

物質の濃度変化と時間の関係や反応速度式

は，分子運動や分子同士の衝突という化学

反応の背景がどのように表れた結果である

のかを考えた。 

 

  



３．目的 

擬 1 次反応における反応物濃度および反

応速度の時間変化が，下の(4)式および(5)式

で与えられる。本論文では，数理モデルを構

築し，これらの式を導出することにより，反

応速度式の冪と化学反応式の係数の一致に

ついて，理論的な根拠を与える。 

また，それらのモデルがどのような物理

的意味をもつのか考えることで，化学反応

に見いだされる原理や法則について考察す

る。 

 

４．反応速度および反応物の濃度の時間変

化式の導出 

4-1 モデル反応とその反応速度式 

はじめに，反応速度に関する数式の導出

を確認する。 

A + B → C 

という，A に対して B が過多な場合に擬 1

次反応となる化学反応について考える。 

A と B との反応において化学量論係数と

反応速度式の冪が一致するとした場合，反

応速度式は(1)式で表される。 

𝑣𝑣 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 (1) 

𝑘𝑘は(1)式の比例定数であり，物質Ｂの濃

度𝐻𝐻と，反応速度定数𝑘𝑘’を用いて，𝑘𝑘 = 𝐻𝐻𝑘𝑘′
と表される。𝑘𝑘をＡの濃度と設定する。 

 

4-2 反応速度式からの反応物濃度と時刻の

関数の導出 

𝑣𝑣＝−
𝑑𝑑𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑑𝑑

(2) 

(2)式は反応速度 v の定義式であり，t は時間

を表す。これと(1)式を用いて， 

-dx/kx=dt 

−�
𝑑𝑑𝑘𝑘
𝑘𝑘𝑘𝑘

= �𝑑𝑑𝑑𝑑 

−
1
𝑘𝑘

log𝑘𝑘 = 𝑑𝑑 + 𝐶𝐶（𝐶𝐶は積分定数） 

log𝑘𝑘 = −𝑘𝑘(𝑑𝑑 + 𝐶𝐶) 

𝑘𝑘 = 𝑒𝑒−𝑘𝑘(𝑡𝑡+𝐶𝐶) (3) 

ここで，𝑑𝑑 = 0のときの A の濃度を𝑘𝑘0とする

と，(3)式は 

𝑘𝑘0 = 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝐶𝐶 

よって(3)式に代入し， 

𝑘𝑘 = 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝐶𝐶𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑡𝑡 

𝑘𝑘 = 𝑘𝑘0𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑡𝑡 (4) 

(4)式を t で微分すると，反応速度 v の時間

変化は(5)式となる。 

𝑑𝑑𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝑘𝑘𝑘𝑘0𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑡𝑡 

𝑣𝑣 = 𝑘𝑘𝑘𝑘0𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑡𝑡 (5) 

以上より，実験から得られる反応速度式

(1)を解き，反応物の濃度の時間変化の式(4)

と反応速度の時間変化の式(5)を導出するこ

とができた。 

 

５．モデル化 

次に，分子運動のモデルを構築し，そのモ

デルから，反応速度式（(1)式）もしくはそ

れを解いた(4)，(5)式が導かれるかを検討す

る。 

5-1モデル１：Maxwell 速度分布を用いた反

応速度式の導出 

粒子の分子運動する速さには分布がある。

ここでは，速さの分布として，よく知られた

Maxwell 速度分布を採用してモデル化を行

う。ただし，Maxwell 速度分布は次の(6)式

で表される（v:溶液内の A の速さ、m:粒子

の質量、k:ボルツマン定数、T:絶対温度）。 
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モデル 1 の仮定 

1.1 溶液内の A の平均の速さ（以下で定

義）の分布は，Maxwell 速度分布（(6)

式）に従う。 

1.2 Aの濃度はBの濃度に対して非常に

小さいため，B の濃度は反応開始か

ら終点まで変化しないとする。 

1.3 反応状態に移行する際，一つの A 分

子と一つのＢ分子が衝突するもの

とする。 

1.4 A と B は，反応前には均等に分散し

ているものとする。 

 

1-1 平均の速度について 

ここで，図１のように，動く A が静止し

ている B に，ランダムな方向に進みながら

衝突する。B は A に対して大量に存在する

ため，仮定 1.2,1.4 より反応中は常に等間隔

に存在するとし，理想的に動かないと考え

る（実際は水分子によって B は運動するも

のの，簡単のために，大量に存在する B は

動かないとする）。 

以下では，平均の速さを定義する。A が

図１のように距離 D だけ離れた最初の状態

から B に衝突するまでの時間を𝑑𝑑とする。ま

た，A は一定の距離ごとに進行方向を変え

るものとする。この状態で，A の平均の速

さ𝑉𝑉を 

𝑉𝑉 =
𝐷𝐷
𝑑𝑑

(7) 

と定義する。 

1-2 モデル１による(4)式の導出 

仮定 1.1 より，(6)式は v についての分布

を表す関数であるため，この関数内の変数 v

が平均の速さ𝑉𝑉に置き換わる。また，以降で

は簡略化のため， 

4𝜋𝜋𝑘𝑘2(
𝑚𝑚

2𝜋𝜋𝑘𝑘𝜋𝜋
)
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のようにあらわすと，平均の速さが V であ

る確率𝑝𝑝(𝑉𝑉)は 

𝑝𝑝(𝑉𝑉) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑚𝑚𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑉𝑉) 

となる。 

ここで，(7)式より𝐷𝐷が一定という仮定 1.4 を

置いているので，𝑉𝑉が定まると𝑑𝑑が求まるこ

とがわかる。以上より𝑑𝑑がその値をとる確率

を𝑝𝑝(𝑑𝑑)とすると， 

𝑝𝑝(𝑑𝑑) = 𝑝𝑝(𝑉𝑉) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑚𝑚𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚 �
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よって，ある粒子が𝑑𝑑秒後に衝突する確率が

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑚𝑚𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚(𝐷𝐷/𝑑𝑑)で表されるので，Ａの濃度と

衝突確率𝑝𝑝(𝑑𝑑)の積から時間𝑑𝑑で衝突する粒

子の濃度が求められる。これを𝑛𝑛(𝑑𝑑)と表す。

𝑛𝑛(𝑑𝑑)と衝突時に反応が進行する確率𝑞𝑞（活性

化エネルギーを超える分だけの運動エネル

ギーをＡが持つ確率。平均の速さと𝑞𝑞の間に

は関係がないとする。）の積が，時刻𝑑𝑑(1-1 の

「衝突するまでの時間𝑑𝑑」と同じ)で反応す

る粒子の濃度𝑁𝑁(𝑑𝑑)である。以上の説明を式

で表すと， 

𝑛𝑛(𝑑𝑑) = 𝑘𝑘0𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑚𝑚𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚 �
𝐷𝐷
𝑑𝑑
� 

となり， 

図 1 



𝑁𝑁(𝑑𝑑) = 𝑞𝑞𝑛𝑛(𝑑𝑑) = 𝑞𝑞𝑘𝑘0𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑚𝑚𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚 �
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が成立する。 

𝑁𝑁(𝑑𝑑)は，「𝑑𝑑𝑑𝑑の時間に減少する A の濃度」

を表すため，はじめて A と B が衝突する時

間を t0とし，ある時間 t での A の濃度を𝑘𝑘と

すると， 

𝑘𝑘 = 𝑘𝑘0 − � 𝑞𝑞x0maxwell �
D
t
� dt

t

𝑡𝑡0
(8) 

となる。 

1-3 モデル 1 についての考察 

 モデル１による式(8)の妥当性について検

証する。(8)式を時間𝑑𝑑について微分すると， 

𝑑𝑑𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝑞𝑞x0𝑚𝑚𝑚𝑚𝑘𝑘𝑚𝑚𝑒𝑒𝑚𝑚𝑚𝑚 �
𝐷𝐷
𝑑𝑑
� 

となる。これは，反応速度の時間変化は，

Maxwell分布式に従うことを表しているが，

これは実験的事実より導出される(5)式に明

らかに反する。つまり，モデル１はモデル化

に失敗したと言える。 

(8)式が(5)式と一致しない原因の一つは，

モデル１が A と B のたった一度の衝突につ

いてのみ扱っているからである。モデル 1

は，図 1 のように A と B が初めて衝突する

までの衝突時間の分布を導出した。しかし，

実際はＡとＢは何度も衝突しうる。つまり，

モデル 1 が扱った A と B が 1 回衝突するま

での時間分布は，化学反応が起こるまでの

時間にあまり重大な影響をもたらさないと

考えられる。 

5-2 モデル 2：等確率の原理を用いた反応速

度式の導出 

 1-3 で述べたように，化学反応が進行する

途中，ある A は B と何度も衝突すると考え

られる。そこで，モデル 2 ではモデル１と

考え方を変え，「A が何回目の B との衝突で

反応するかは，完全にランダムであり等確

率である」と仮定する。 

モデル２の仮定 

2.1 等確率の原理の拡張 

2.2 総衝突回数一定 

2.3 A と B の衝突回数𝑛𝑛と時間𝑑𝑑には 

𝑛𝑛 = 𝑚𝑚𝐻𝐻𝑑𝑑 (10) 

 が成立する。(𝑚𝑚,𝐻𝐻については 2-

3 参照) 

2-1 仮定 2.1（等確率の原理の拡張）の説明 

等確率の原理は，あるエネルギーを持つ

粒子が分布していて，それぞれの粒子を区

別するとき，粒子全体があるエネルギー状

態をとる確率が等しいとする統計力学の原

理である。この原理を A が B と衝突して化

学反応を起こすまでの衝突回数に適用でき

ると仮定する。 

 まず状況を設定する。𝑁𝑁個の A それぞれ

を区別して考える。ある A がＢと化学反応

するときのＢとの衝突回数を𝑛𝑛とする。この

時，仮定 2.1 は，すべての𝑛𝑛0（𝑛𝑛0は自然数）

について𝑛𝑛 = 𝑛𝑛0の値をとる確率と，𝑛𝑛 =

𝑛𝑛0 + 1となる確率が等しい，と仮定してい

る。 

そして，この仮定を用いて，𝑁𝑁個の A 全

体の，反応するまでに B と衝突した回数の

分布について考える。 

𝑁𝑁個の A の衝突回数についての分布は，

図 2 のように表現することができる。ここ

でそれぞれの A を𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3, … ,𝐴𝐴𝑁𝑁と番号を

付け，区別する。 

図 2 は A が衝突して反応を起こす時の B

との衝突回数を，棒グラフのように図式化

し，それを番号順に並べたものである。例え

ば図中の𝐴𝐴𝑁𝑁は，𝑛𝑛回目の衝突で反応したこ

とが読み取れる。また，𝑛𝑛回目の衝突で B と



化学反応を起こした A の数を，𝑁𝑁𝑛𝑛と表す。

図 2 において, 𝑛𝑛回目の衝突では𝐴𝐴3と𝐴𝐴𝑁𝑁の

２つが反応するため, 𝑁𝑁𝑛𝑛 = 2となる。 

仮定 2.1 は一つの A の衝突回数について

等確率であるとしていたが，仮定 2.1 を用

いると，図 2 のような A 全体の反応時の衝

突回数の分布も，A を区別して数えるとき

にはどのような場合であっても等確率で起

こりえる。 

2-2 仮定 2.2 の説明：総衝突回数一定 

 A の数が𝑁𝑁個，またすべての A が反応し

終わった時の B との衝突回数を𝑖𝑖とする。こ

のとき，𝑖𝑖回目までの衝突におけるすべての

A についての B との衝突回数の合計はいか

なる分布でも一定である，と仮定する。つま

り，上記の仮定を表すと 

�𝑁𝑁𝑛𝑛𝑛𝑛 = 一定

𝑖𝑖

𝑛𝑛=0

(9) 

とするものである。 

2-3 仮定 2.3 の説明 

 簡単のためにすべての A は同時に B と衝

突する，と考える。また，単位時間あたりの

A と B の衝突回数は，反応の進行度合いに

よらず一定である。なぜならば A の濃度に

対して B の濃度が非常に大きいため，A の

濃度反応の進行による B の個数の減少は B

の濃度には影響がないからである。ＡとＢ

との衝突回数は B の濃度と時間に比例する

ため，衝突回数𝑛𝑛（実数全体を動く）と時間

𝑑𝑑，比例定数𝑚𝑚を用いて 

𝑛𝑛 = 𝑚𝑚𝐻𝐻𝑑𝑑 (10) 

と表せるとする。ただし，この𝑚𝑚は単位時間・

Ｂの単位濃度あたりの衝突回数だけでなく，

立体的な分子構造の障壁よる反応確率も含

める。また𝑚𝑚の単位は L/mol・s である。 

2-4 分布と場合の数について 

 2-1 では，図 2 のような A それぞれが何

回目のＢとの衝突で反応するかについての

分布について述べた。しかし，実際に A を

𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐴𝐴3, … ,𝐴𝐴𝑁𝑁と区別して分布を調べるこ

とは不可能なので，区別を排除して考えな

くてはならない。反応速度式より導出され

たＡの濃度―時間関係（(4)式のこと）は，

つまり何個のＡが何回目のＢとの衝突まで

残っているかについての分布である。よっ

て，以下ではそれぞれのＡを区別せず,何個

のＡが何回目の衝突でＢと反応したのか，

つまり図 2 中の𝑁𝑁𝑛𝑛について考える。以下で

は，図 3-1 のような𝑛𝑛に対する𝑁𝑁𝑛𝑛の分布を，

「衝突分布」とする。 

以下の議論は，ボルツマン分布の導出と

対応付けて説明することができる。衝突分

布は A を区別しないで数えているために，

逆に，ある衝突分布が与えられた時，その衝

突分布には A の区別の仕方の場合の数が定

義できる。 

図 3 は衝突分布とそれに対する A の区別

の仕方の具体例である（図 3 は参考文献 5）

の図 5-3 を参考にした）。 

(𝑁𝑁1,𝑁𝑁2) = (2,1)という分布について考え

る。図 3-1 は与えられた𝑁𝑁𝑛𝑛の条件を，軸が

衝突回数になるように図示したものであり，

これが衝突分布に対応する。それに対して，

図 2 



図 3-2，3-3，3-4 は与えられた𝑁𝑁𝑛𝑛の条件をみ

たし，さらに A に１から３の番号を付け区

別した分布である。仮定 2.1 より，図 3-2～

図 3-4 の 3 つの分布は，それぞれが起こる

確率が等しい。衝突分布(𝑁𝑁1,𝑁𝑁2) = (2,1)に

は，以上の 3 つの A の当てはめ方が存在す

る。 

以上の議論を一般の衝突分布について当

てはめると，ある衝突分布に対する場合の

数𝑊𝑊の計算式は，同じものを含む順列の考

え方より 

𝑊𝑊 =
𝑁𝑁!

𝑁𝑁0!𝑁𝑁1! …𝑁𝑁𝑖𝑖!
(11) 

である。 

ところで，確率は 

�事象𝑋𝑋が起こる確率� =
�事象𝑋𝑋が起こる場合の数�

(起こりえるすべての場合の数)
 

で求まるので，(11)式より求まる場合の数が

最も大きい衝突分布から実際の反応で起こ

るＡの濃度分布を導出することができる。 

2-5 場合の数を最大化する分布の導出 

(この節は，参考文献５)からの引用) 

 まず，前提となる条件を求める。𝑁𝑁𝑛𝑛を足

し合わせると A の個数と一致するため， 

�𝑁𝑁𝑛𝑛 = 𝑁𝑁
𝑖𝑖

𝑛𝑛=0

(12) 

はいかなる分布も満たす条件である。 

 以下では，(9)，(12)式を満たし，かつ場合

の数𝑊𝑊を最大にする衝突分布を導出する。

また，その衝突分布を，特に最大分布𝑁𝑁𝑝𝑝(ま

た，その分布の衝突回数も𝑛𝑛ではなく𝑝𝑝で表

す)とする。 

ここで，場合の数 W は，衝突分布を𝑁𝑁𝑛𝑛で

区別すると，（このとき，最大分布𝑁𝑁𝑝𝑝は，𝑁𝑁𝑛𝑛
の特別な場合となる。）𝑁𝑁𝑛𝑛の関数となってい

る。 

 最大分布𝑁𝑁𝑝𝑝は，場合の数 W が最大値をと

るときの𝑁𝑁𝑛𝑛の値であり，つまり 

最大分布𝑁𝑁𝑝𝑝は、すべての𝑛𝑛に対して 

𝜕𝜕𝑊𝑊
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑛𝑛

= 0 

を満たす必要がある。…(13) 

（(13)式は極大値が最大値と一致すると考

えており，極小値の場合も(13)式を満たすが，

それについては 2-7 で述べる。） 

スターリングの公式を用いるために場合

の数𝑊𝑊の自然対数をとるとlog𝑊𝑊も条件(13)

を満たし， 

𝜕𝜕 log𝑊𝑊
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑛𝑛

= 0 

となる。𝑊𝑊に対してスターリングの公式を

用いて 

−�
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑛𝑛

log𝑁𝑁𝑝𝑝 = 0
𝑖𝑖

𝑝𝑝=0

(14) 

と変形できる。ただし，𝑁𝑁𝑛𝑛と𝑁𝑁𝑝𝑝は独立な変

数ではない。 

ここで(9)，(12)式を𝑁𝑁𝑛𝑛で偏微分するとそれ

ぞれ 

�
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑛𝑛

𝑝𝑝 = 0
𝑖𝑖

𝑝𝑝=0

(15) 

図 3 
 



  �
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑛𝑛

= 0
𝑖𝑖

𝑝𝑝=0

(16) 

となる。最大分布𝑁𝑁𝑝𝑝は，(14)，(15)，(16)式

を同時に満たす。ラグランジュの未定乗数

法を用い，(実数𝛽𝛽,𝛼𝛼を用いて) 

−�
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑛𝑛

log𝑁𝑁𝑝𝑝

𝑖𝑖

𝑝𝑝=0

+ 𝛽𝛽�
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑛𝑛

𝑝𝑝 + 𝛼𝛼
𝑖𝑖

𝑝𝑝=0

�
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑁𝑁𝑛𝑛

𝑖𝑖

𝑝𝑝=0

= 0 

をすべての𝑛𝑛, 𝑝𝑝について満たす𝑁𝑁𝑝𝑝を考える

と， 

𝑁𝑁𝑝𝑝 = 𝑒𝑒𝛽𝛽𝑝𝑝+𝛼𝛼 

が成立する。ここで𝑒𝑒𝛼𝛼 = 𝐶𝐶とおくと， 

𝑁𝑁𝑝𝑝 = 𝐶𝐶𝑒𝑒𝛽𝛽𝑝𝑝 (17) 

となる。以上より，条件を満たし，場合の数

Wを最大化する分布𝑁𝑁𝑝𝑝の分布を求めること

ができた。（引用終わり） 

2-6 反応速度式の導出 

 2-5 で導出したのは，場合の数を最大化す

る衝突分布である。この分布を，以下では A

の濃度―時間分布になるよう変形する。 

 𝑛𝑛 − 1回目までに反応した粒子の個数を

𝑆𝑆𝑛𝑛と定義すると， 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = �𝑁𝑁𝑃𝑃

𝑛𝑛−1

𝑃𝑃=0

 

である。 

(17)式に示す通り，𝑁𝑁𝑝𝑝は𝑝𝑝についての等比数

列なので，(17)式と等比数列の和の公式より， 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝐶𝐶
�1− 𝑒𝑒𝛽𝛽𝑛𝑛�

1 − 𝑒𝑒𝛽𝛽
(18) 

となる。ここで，仮定 2.2 より，最大分布𝑁𝑁𝑝𝑝
において，(9)式にあたる∑ 𝑁𝑁𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖

𝑝𝑝=0 がある値

に定まる。つまり，(18)式で𝑛𝑛 →∞の時，𝑆𝑆𝑛𝑛
が無限大に発散しないことがわかるので，𝛽𝛽

は負である。𝑖𝑖の値は十分に大きいので，(18)

式で𝑛𝑛 = 𝑖𝑖の時，無限等比級数の公式より 

𝑁𝑁 =
𝐶𝐶

1 − 𝑒𝑒𝛽𝛽
 

が成立する。よって，上式を𝐶𝐶について変形

して(18)式に代入すると， 

𝑆𝑆𝑛𝑛 = 𝑁𝑁(1− 𝑒𝑒𝛽𝛽𝑛𝑛) 

となる。よって，𝑛𝑛回目の衝突時の A の個数

を𝑋𝑋𝑛𝑛とすると， 

𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑁𝑁 − 𝑆𝑆𝑛𝑛 

= 𝑁𝑁 −𝑁𝑁(1− 𝑒𝑒𝛽𝛽𝑛𝑛) 

よって 

𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑒𝑒𝛽𝛽𝑛𝑛 (19) 

と求まる。 

仮定 2.3 より，(10)式を(19)式の𝑛𝑛に代入する

と 

𝑋𝑋𝑛𝑛 = 𝑁𝑁𝑒𝑒𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡 (20) 

となる。これは実験より導いた(4)式と対応

するものである。ここで，A と B の衝突回

数が非常に多いため，𝑋𝑋𝑛𝑛は離散的であるが，

以降では連続的に扱えるものとする。(20)式

の両辺を𝑑𝑑で微分すると， 

𝑑𝑑𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑁𝑁𝛽𝛽𝑚𝑚𝐻𝐻𝑒𝑒𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝑡𝑡 (21) 

となる。ここで𝛽𝛽の値が負であることと反応

速度の定義（溶質濃度の時間微分の絶対値）

より， 

𝑣𝑣反応速度 = −
𝑑𝑑𝑋𝑋𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

の関係が成立するので，(20)，(21)式と上式

より， 
𝑣𝑣反応速度 = −𝛽𝛽𝑚𝑚𝐻𝐻𝑋𝑋𝑛𝑛 

が成立する。上式は，A の個数（𝑋𝑋𝑛𝑛が単位

体積あたりの A の個数の時，濃度と同一視

してよい）に反応速度が比例する関係を表

しており，つまり反応速度式(1)式と対応す

る。 



2-7 下線部についての補足 

条件(13)は𝑊𝑊が極大値，極小値の両方の場

合に当てはまる。(9)，(12)式はすべての分布

が満たす式であるため，よって(17)式は最大

分布𝑁𝑁𝑝𝑝もしくは極小の場合の数の衝突分布

の可能性がある。 

ここでは，条件(13)が表す状況を示す図 4

について述べる。図 4-1 は条件(13)を極大値

が満たすとき，また図 4-2 は極小値が満た

すときを表している。なお，横軸の𝑁𝑁𝑛𝑛がパ

ラメータ𝑛𝑛によって変化するので，グラフの

形状も同様に𝑛𝑛によって変化する。 

グラフ上の点は，𝑛𝑛回目の衝突におけるあ

る衝突分布の𝑁𝑁𝑛𝑛の値を横軸，その分布の場

合の数を縦軸にプロットしたものである。

つまり，図 4 のグラフは，仮定 2.2 を満たす

すべての衝突分布の𝑛𝑛回目の衝突における

𝑁𝑁𝑛𝑛と𝑊𝑊との組み合わせの集合の軌跡である。

よって，以下の条件 

𝑛𝑛の値が変わるとグラフの形状は変わる

が，各衝突分布における𝑊𝑊の値は𝑛𝑛が変化し

ても一定である。よって，𝑛𝑛が変化するとグ

ラフ上の点(衝突分布と場合の数の組み合

わせである)は横軸方向に平行移動するが，

縦軸方向には移動しない。(各衝突分布同士

の場合の数𝑊𝑊の大小関係は変化しない)…

(22) 

が成立する。さらに，2-5 節の結果より 

(9)，(12)，(13)を満たす式が(17)式一つし

かないため，すべての𝑛𝑛に対して極大値，も

しくは極小値を持つ衝突分布𝑁𝑁𝑛𝑛は必ず一つ

である。…(23) 

と言える。 

(ⅰ)条件(13)を極大値が満たす時: 

極大値が最大値であることの説明 

条件(23)より，すべての𝑛𝑛の値で極大値や

極小値を持つ衝突分布は(17)式以外に存在

しない。よって，必ず図 4-1 のような状況

（𝑁𝑁𝑝𝑝のみが極大値を取る）を満たす𝑛𝑛が存

在する。このとき，図 4-1 のグラフより𝑁𝑁𝑝𝑝
は最大値をとる。条件(22)より，図 4-1 のよ

うな状況が一度成立した時点で，𝑁𝑁𝑝𝑝はすべ

ての𝑛𝑛の値で最大値を取り続ける。 

(ⅱ)条件(13)を極小値が満たすとき  

極小値をすべての𝑛𝑛についてとる衝突分布

が存在しないことの説明 

条件(13)を極小値が満たす場合，最大値の

説明と同様にして，図 4-2 のようなグラフ

になる𝑛𝑛の値が必ず存在することを示すこ

とができる。よって，最小値と極小値は一致

する。 

ここで，モデル 2 の 3 つの仮定を満たす

衝突分布のうち，場合の数𝑊𝑊が最小値とな

るものを求める。これは，明らかに表 1 に

示した場合しかない。すなわち、表 1 のよ

うな衝突分布では，すべてのＡが𝑘𝑘回目の衝

突で一斉に反応する。表 1 の場合の数は

𝑊𝑊 = 1であり，これが最小である。しかし，

これは極小値が従う(17)式の分布とは明ら

かに一致しない。このことより，条件(13)は

極小値についての条件ではないことが明ら

かになった。 

表 1 

図 4 



以上(ⅰ),(ⅱ)より，条件(13)とそこから導

出した(17)式は，場合の数を最大にする分布

を示すことがわかる。 

2-8 モデル 2 の考察 

 モデル 2 では，3 つの仮定をおくことに

より反応速度式を導出できた。すなわち，こ

れらの仮定は実際に化学反応が進行する際

の原理を表していると考えられる。 

仮定 2.1 により，ある A が何回目の衝突

で反応するか正確に予測することは不可能

であることが分かる。これは，従来の反応速

度論における，分子が活性化エネルギー以

上の運動エネルギーを持つときにのみ化学

反応することに対応する。 

 また，モデル 2 で最終的に導出した反応

速度式で−𝛽𝛽𝑚𝑚𝐻𝐻は A の濃度の比例定数とな

るが，これを反応速度式と比較すると−𝛽𝛽𝑚𝑚

が反応速度式における反応速度定数に対応

する。反応速度定数については，次のアレニ

ウスの式が成立することが知られている。 

𝑘𝑘′ = 𝐴𝐴𝑒𝑒−𝐸𝐸𝑎𝑎/𝑅𝑅𝑅𝑅 
 A は頻度因子（衝突さえすれば必ず反応に

至るとした場合の速度定数）, 𝑒𝑒−𝐸𝐸𝑎𝑎/𝑅𝑅𝑅𝑅は活

性化エネルギー𝐸𝐸𝛽𝛽のエネルギーを持った A

の存在割合を示す 6)。ここで，式(21)で用い

た比例定数𝑚𝑚はアレニウスの式における頻

度因子に対応するものであり，以上より−𝛽𝛽

が，従来の反応速度論における衝突した時

に反応する確率となる。 

 

６．まとめ 

 モデル 1 では，反応速度式を Maxwell 速

度分布から導こうとした。しかし，すべての

A がこれから反応する B に向かって等速直

線運動しているという仮定が成立せず，ま

た A と B の一回の衝突のみを考慮していた

ために反応速度式の導出には至らなかった。 

モデル 2 では，ボルツマン分布の導出方

法や統計力学の等確率の原理を衝突回数に

応用した。さらに，A と B のブラウン運動

を考慮せず，単位時間あたり一定の回数で

衝突すると近似することによって反応速度

式を導出することができた。 

ここで，仮定 1.1 と仮定 2.3 を用いてモデ

ル１とモデル 2 の関係の考察を行う。モデ

ル１は一つの A の運動，さらに A と B の 1

回の衝突における衝突時間の確率分布を導

出し，そこから反応速度式を導出すること

が目的である。A のブラウン運動を平均の

速さを用いて等速直線運動であると近似し

た点が，モデル 1 が反応速度式の導出に失

敗したことの理由の一つである。つまり，モ

デル１のようなミクロな視点では，ブラウ

ン運動の影響を排除することはできない。 

それに対して，モデル 2 は𝑁𝑁個ある A す

べてについての反応時間の分布を導出した。

つまり，モデル 1 と比べてモデル２は対象

とする A の個数，B との衝突回数が多いと

いう点でマクロな視点から導出したモデル

である。 

モデル 2 における仮定 2.3 より，衝突時

間と衝突回数は比例する，という簡潔なモ

デルから反応速度式を導出できたというこ

とは，つまり反応速度のような大量の分子

についての現象では，複雑なブラウン運動

によって生じる，A と B の 1 回あたりの衝

突の時間間隔の確率分布を考慮しなくても

よいということである。つまり，ブラウン運

動などの不確定なミクロな現象は，マクロ

な現象にはあまり大きな影響を及ぼさない

と考えられる。 

 



７．今後の展望 

 モデル 2 より導出できたのは擬 1 次反応

における反応速度式のみであるため，今後

はモデル 2 の仮定を 2 次反応，3 次反応の

場合にも適用できるか検討し，その場合の

反応速度式を導出したい。また，可逆反応の

場合は，逆反応の衝突分布も考える必要が

ある。そうした可逆反応の進行を数理モデ

ルで表し，平衡状態で成立する化学平衡の

法則を，モデル 2 で採用した場合の数の概

念を用いて説明したい。 
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